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Введение в прикладную статистику 
 

Что представляет из себя предмет математической статистки? В теории вероятностей 

выводятся правила, которые позволяют по вероятностям одних случайных событий 

вычислить вероятности других, которые с ними связаны или по числовым характеристикам и 

функциям распределения одних случайных величин подсчитывать функции распределения и 

числовые характеристики других случайных величин. Другими словами, зная состав 

генеральной совокупности, там изучают распределения для состава случайной выборки. Это 

типичная прямая задача теории вероятностей. Однако часто приходится решать и обратные 

задачи, когда известен состав выборки и по нему требуется определить, какой была 

генеральная совокупность. Такого рода обратные задачи и составляют, образно говоря, 

предмет математической статистики. 

Несколько уточняя это сравнение, можно сказать так: в теории вероятностей мы, зная 

природу некоторого явления, выясняем, как будут вести себя (как распределены) те или 

иные изучаемые нами характеристики, которые можно наблюдать в экспериментах. В 

математической статистике наоборот — исходными являются экспериментальные данные 

(как правило, это наблюдения над случайными величинами), а требуется вынести то или 

иное суждение или решение о природе рассматриваемого явления. Таким образом, мы 

соприкасаемся здесь с одной из важнейших сторон человеческой деятельности — процессом 

познания. Тезис о том, что «критерий истины есть практика» имеет самое непосредственное 

отношение к математической статистике, поскольку именно эта наука изучает методы (в 

рамках точных математических моделей), которые позволяют отвечать на вопрос, 

соответствуют ли практика, представленная в виде результатов эксперимента, данному 

гипотетическому представлению о природе явления или нет. 

При этом необходимо подчеркнуть, что, как и в теории вероятностей, нас будут 

интересовать не те эксперименты, которые позволяют делать однозначные, 

детерминированные выводы о рассматриваемых в природе явлениях, а эксперименты, 

результатами которых являются случайные события. С развитием науки роль такого рода 

задач становится все больше и больше, поскольку с увеличением точности экспериментов 

становится все труднее избежать  «случайного  фактора»,  связанного  с разного рода 

помехами и ограниченностью наших измерительных и вычислительных возможностей. 

Термин статистика происходит от латинского слова «статус»-состояние. 

Первоначально в XVIII веке, когда статистика начала оформляться в научную дисциплину, 

термин статистика связывался с системой описания фактов, характеризующих состояние 

государства.  

В настоящее время статистика включает в себя следующие разделы:  

1. Сбор статистических сведений, характеризующих отдельные составляющие каких-

либо массовых совокупностей. 

2. Статистическое исследование полученных данных, заключающееся в выяснении 

тех закономерностей, которые могут быть установлены на основе массовых наблюдений. 

3. Разработка приемов статистического наблюдения и анализа статистических 

данных. Этот раздел составляет основное содержание математической статистики.  

Исходным материалом для статистического исследования реального явления служит 

набор результатов наблюдений над этим явлением или же результаты специально 

поставленных испытаний. На основе полученных данных можно решать следующие задачи: 

1. Оценивать значения неизвестной вероятности случайного события. 

2. Определить неизвестные функции распределения. Пусть в результате n 

независимых наблюдений СВ X получены следующие ее значения: nxxx ..., 21 . Требуется 

определить хотя бы приближенно неизвестную функцию распределения )(xF  величины X  

или ее моменты (например, среднее, дисперсия).  
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3. Определение неизвестных параметров распределения. (Часто исходя из некоторых 

соображений можно сделать заключение о типе функции распределения интересующей нас 

СВ. Тогда задача сводится к нахождению неизвестных параметров 

4. Оценка зависимости. Производится последовательность наблюдений сразу двух СВ 

X и Y. В результате наблюдений получаем следующие пары значений nn yxyxyx ,...,;, 2211 . 

Требуется выяснить наличие функциональной или корреляционной связи между X и Y.  

Пример 1. Для многих изделий одним из основных параметров, которым  характеризуется 

качество, является срок службы. Однако  службы изделия (скажем, электролампы), как 

правило, случаен,  и заранее определить его невозможно. Опыт показывает, что если процесс 

производства в известном смысле однороден, то сроки службы 1 2, ,...   соответственно 1-

го, 2-го и т.д. изделий можно рассматривать как независимые одинаково распределенные 

величины. Интересующий нас параметр, определяющий срок службы, естественно 

отождествить с числом iM   . Одна из стандартных задач состоит в выяснении, чему 

равно  . Для того чтобы определить это значение, берут n  готовых изделий и проверяют 

их. Пусть 1 2, ,..., nx x x   — сроки службы этих проверенных изделий. Мы знаем, что 

. .
1

1 n

i
ï í

in 

   при n . Поэтому естественно ожидать, что число 
1

1 n

i

i

x x
n 

   при 

достаточно большом n  окажется близким к   и позволит в какой-то мере ответить на 

поставленные вопросы. При этом очевидно, что мы заинтересованы в том, чтобы требуемое 

число наблюдений n  было по возможности наименьшим, а наша оценка числа   по 

возможности более точной (завышение параметра   как и его занижение, приведут к 

материальным потерям). ► 

Пример 2. Радиолокационное устройство в моменты времени 1 2, ,..., nt t t  зондирует 

заданную часть воздушного пространства с целью обнаружения там некоторого объекта. 

Обозначим 1 2, ,..., nx x x  значения отраженных сигналов, принятых устройством. Если в 

заданной части пространства интересующий нас объект отсутствует, то значения ix  можно 

рассматривать как независимые случайные величины, распределенные так же, как некоторая 

случайная величина  , природа которой обусловлена характером различных помех. Если же 

в течение всего период наблюдений объект находился в поле зрения, то ix   будут наряду с 

помехами содержать «полезный» "сигнал a , и значения ix   будут распределены как a . 

Таким образом, если в первом случае наблюдения ix , имели функцию распределения ( )F x , 

то во втором случае их функция распределения будет иметь вид ( )F x a . По выборке 

1 2, ,..., nx x x  требуется решить, какой из этих двух случаев имеет место, т. е. существует в 

заданном месте интересующий нас объект или нет. 

В этой задаче окажется возможным указать в известно смысле «оптимальное 

решающее правило», которое будет решать поставленную задачу с минимальными 

ошибками. Сформулированная задача может быть усложнена следующим образом. Сначала 

объект отсутствует, а затем, начиная с наблюдения неизвестным номером  , появляется. 

Требуется по возможности более точно определить момент   появления объекта. Это так 

называемая «задача о разладке», имеющая и целый ряд других интерпретаций, важных для 

приложений. ► 

П р и м е р  3. Некоторый эксперимент производится сначала 1n , раз в условиях A  и 

затем 2n  раз в условиях B . Обозначим 
11 2, ,..., nx x x  и 

21 2, ,..., ny y y  результаты этих 

экспериментов соответственно в условиях А и В. Спрашивается, сказывается ли изменение 

условий эксперимента на его результатах? Иными словами, если обозначить через AP  
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распределение 1, 1ix i n   и через BP  — распределение 2, 1iy i n   , то вопрос состоит 

том, выполнено соотношение A BP P  или нет. 

Например, если нужно установить, влияет ли некоторый препарат на развитие, 

скажем, растений или животных, то параллельно ставятся две серии экспериментов (с 

препаратом и без), результаты которых необходимо уметь сравнивать. ► 

Часто возникают и более сложные задачи, когда аналогичный вопрос ставится для 

многих серий наблюдений, проведенных в различных условиях. Если результаты 

наблюдений зависят от условий, то бывает необходимым проверить тот или иной характер 

этой зависимости (так называемая задача о регрессии).  

Пример 2 и названные более сложные проблемы относятся к классу статистических 

задач с двумя и более выборками.  

Список примеров типичных статистических задач, разных по сложности и по своему 

существу, можно было бы продолжить. Однако общими для всех них будут следующие два 

обстоятельства: 

1. Перед нами не было бы никаких проблем, если бы распределения результатов 

наблюдений, которые фигурируют в задачах, были нам известны. 

2. В каждой из этих задач мы должны по результатам экспериментов принимать 

какое-то решение относительно распределения имеющихся наблюдений (отсюда и название 

«Теория статистических решений», упоминавшееся выше). 

В связи с этими двумя замечаниями принципиальное значение для всего дальнейшего 

и, в частности, для решения приведенных в качестве примеров задач, приобретает 

следующий факт. Оказывается, по результатам наблюдений 1 2, ,..., nx x x  над некоторой 

величиной   можно при больших n  сколь угодно точно восстановить неизвестное 

распределение P  этой случайной величины. Аналогичное утверждение справедливо и для 

любого функционала ( )P    от этого неизвестного распределения. Этот факт лежит в 

основе математической статистики.   

 

Вопросы для самопроверки 

1.  Математическая статистика и теория вероятностей. Что общего и в чем отличие этих 

дисциплин? 

2.  С решением каких задач связана математическая статистика? 

3.  Привести примеры задач математической статистики. 
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Тема 1. Выборка. Эмпирическое распределение 

 

1.1. Основные понятия и соотношения 
 

Множество всех возможных значений случайной величины  , распределенной по 

закону F , называется генеральной совокупностью F . 

 Множество 1 2{ , , , }nx x x  отдельных значений случайной величины  , полученных в 

серии из n  независимых экспериментов (наблюдений), называется выборочной 

совокупностью или выборкой объема n  из генеральной совокупности. 

Выборка (1) (2) ( ){ , , , }nx x x , в которой элементы упорядочены по возрастанию, 

называется вариационным рядом. 

В вариационном ряду некоторые элементы могут совпадать. Совпадающие элементы 

объединяют в группы: 

(1) (2) (3) ( 3) ( 2) ( 1) ( )

1 12

, , ...., , , ,n n n n

m m

x x x x x x x  



 

Отношение числа элементов в группе in   1,2,...i m  к полному числу элементов 

выборки n  называется относительной частотой /i in n  . 

Совокупность пар чисел  ,i ix n , где , 1,ix i m  – наблюдаемые повторяющиеся в 

выборке значения, а in  - число этих значений в выборке, называется статистическим 

рядом абсолютных частот. Совокупность пар чисел  ,i ix  , где /i in n   называется 

статистическим рядом относительных частот. Совокупность пар чисел 
1

,
i

i k

k

x


 
 

 
  

называется статистическим рядом накопленных частот. Статистические ряды 

отображают в виде таблицы: 

ix  1x  
2x    

mx  

in  
1n  

2n    
mn  

i  
1  

2    
m  




i

k

k

1

  
1  21      1  

 

Подобного вида статистический ряд используют для описания выборки из генеральной 

совокупности с дискретным распределением. В этом случае статистический ряд 

относительных частот приближенно оценивает ряд распределения дискретной случайной 

величины. 

Ломаная, отрезки которой соединяют точки  iix , , называется полигоном частот. Для 

дискретной случайной величины полигон частот является оценкой многоугольника 

распределения. 
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  

 

 

3  

2  

1  

 

                 
1x       

2x       
3x                                            

mx      x  

 
Рис. 1.1. Полигон частот 

 

Для описания выборки из совокупности с непрерывным распределением используют 

сгруппированные статистические ряды. Для этого интервал, в котором содержатся все 

элементы выборки, делится на m  равных (или неравных) последовательных, 

непересекающихся интервалов mm xxxxxx ~~,,~~,~~
12110   , и подсчитывают частоты in  - 

число элементов выборки, попавших в i -ый интервал. Число интервалов группирования 

определяют, например, по формуле Стерджесса:  21 log 1 4 lgm n n     . 

n

xx
h

2

minmax

log1


 , начало первого min / 2í à÷x x h  . В результате получаем следующий 

статистический ряд: 

ix  
1x  

2x    
mx  

in  
1n  

2n    
mn  

i  
1  

2    
m  

i  
1  

2    
m  

 i  1  
21      1  

Здесь 
2

~~
1 ii

i

xx
x


   - середины интервалов группирования, 

1
~~







ii

i

i

i
i

xxx


  - плотность 

частоты. 

Пример 1.1. Ниже приведены результаты измерения роста 30 студентов: 

178, 160, 154, 183, 155, 153, 167, 186, 163, 155, 157, 175, 170, 166, 159, 173, 182, 167, 

171, 169, 179, 165, 156, 189, 158, 171, 175, 173, 184, 172 

Решение. 

minx =153, maxx =186 

59.5
30log1

163186

2





h   по формуле Стерджеса. 

Примем  6h , 150
2

6
153 начx . 

Исходные данные разбиваем на 6 интервалов: 

[150;156), [156,162), [162,168), [168,174),[174,180),[180,186).  
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Подсчитав число студентов )( in , попавших в каждый из полученных промежутков, 

получим интервальный статистический ряд: 

*
ix  153 159 165 171 177 183 

Рост [150;156) [156,162) [162,168) [168,174) [174,180) [180,186) 

Частота 4 5 6 7 5 3 

Относительная 

частота 
iw  

0.13 0.17 0.2 0.23 0.17 0.1 

ih  0.022 0.028 0.033 0.038 0.028 0.017 

► 

В качестве оценки кривой плотности непрерывного распределения используется 

гистограмма частот - ступенчатая фигура, состоящая из m  прямоугольников, 

опирающихся на частичные интервалы (см. рисунок). Высота i -го прямоугольника 

полагается равной плотности частоты i . Соответственно площадь каждого прямоугольника 

равна iii x    - относительной частоте. 

Эмпирической функцией распределения, полученной по выборке },,,{ 21 nxxx  , 

называется функция, при каждом Rx  равная: 

* êî ëè÷åñòâî  
( ) i

n

x x
F x

n


 . 

)(* xFn  есть ступенчатая функция. Эмпирическая функция распределения является оценкой 

теоретической функции распределения (рис 2.3). 

  

 

 

3  

2                                 3  

1  

            0

~x      1

~x      2

~x      3

~x                                   mx~       x  

Рис 2.  Гистограмма частот. 
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   F
* 

   1 

 

 

 

 

 

           1x       2x       3x
      4x                           m

x
             x  

Рис 3. Эмпирическая функция распределения. 
 

Теорема [1]. При n  выборочное распределение 
*( )F x  стремится к исходному 

распределению ( )F x  почти наверное (с вероятностью 1) 

*

. .
( ) ( )

ï í
F x F x .◄ 

 

 

1.2. Числовые характеристики выборки 
 

В качестве числовых характеристик выборки используются: 

1. Выборочное среднее: 
1

1 n

i

i

m X x
n 

   . 

2. Выборочная дисперсия  
2 2 2

1 1

1 1n n

i i

i i

D x X x X
n n 

     . 

3. Несмещенная выборочная дисперсия  
22

1

1

1

n

i

i

s x X
n 

 

 . 

4. Выборочные начальные и центральные моменты 

1

1 n
k k

k

i

m X x
n 

   ,    
1

1 n
k

k

i

x X
n 

   . 

5. Выборочная медиана 
*x  – это среднее значение вариационного ряда  

*

*

1

, 2 1 ( )

( ) / 2, 2 ( )

m

m m

x x åñëè n m í å÷åò í î

x x x åñëè n m ÷åò í î

  

  
 

 Напомним, что медианой   непрерывного распределения F  называется решение 

уравнения   1/ 2F    

Более общим понятием является понятие квантили p  порядка p . Это число p , для 

которого ( )pF p  . Так что медиана есть квантиль порядка 1/2. Если F  имеет точки 

разрыва (дискретную компоненту), то это понятие теряет смысл. Поэтому в общем случае 

мы будем пользоваться следующим определением.  

Квантилью p  порядка p  распределения F  называется число 

sup{ : ( ) }p x F x p    

Как функция от p  квантиль p  есть не что иное, как функция 
1( )F p
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6. Выборочная квантиль px  порядка p  равна 

, [ ] 1p lx x l np   .  

 

По статистическому ряду значения первых четырех величин могут быть найдены по 

формулам: 

1

m

i i

i

m x


  ,   



m

i

ii mxD
1

2
 ,   

22

11

m

i i

i

n
s x m

n 

  

 , 

1

m
k

k i i

i

m x


  ,  
1

m
k

k i i

i

x m


    . 

Выборочные характеристики являются приближенными значениями соответствующих 

числовых характеристик случайной величины  . 

 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Понятие выборки и формы ее записи.  

2. Что такое вариационный ряд? 

3. Что такое статистический ряд абсолютных частот? 

4. Что такое статистический ряд относительных частот? 

5. Что такое статистический ряд накопленных частот?.  

6. Что такое группированный статистический ряд? 

7. Что такое полигон частот, гистограмма? 

4.  Что такое эмпирическая функция распределения? 

5.  Числовые характеристики выборки. 
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Тема 2. Точечные оценки параметров распределений 

вероятностей 
 

2.1. Точечные и интервальные оценки 
 

В реальной жизни практически никогда не бывает так, чтобы исследователь располагал 

точным знанием закона распределения вероятностей наблюдаемых случайных величин. Ему 

в общем случае неизвестны как сам закон распределения вероятностей, так и его параметры. 

В распоряжении исследователя имеется лишь совокупность результатов наблюдений, и. 

основываясь только на них, он должен сделать выводы о параметрах распределения, если 

вид закона распределения вероятностей ему известен. Если же нет, то и сам закон 

распределения вероятностей ему придется выбирать на основании выборочных результатов 

наблюдений. Здесь мы рассмотрим методы оценки параметров 1 2, ,...,  k  различных, 

заранее определенных по форме, распределений вероятностей случайных величин 

1 2( , , ,..., )  kF x . Всякая оценка неизвестного параметра   по выборке является функцией 

от выборочных значений 1 2, ,..., nx x x , т.е. 
*

1 2( , ,..., )nx x x . Числовые характеристики 

* * *

1 2, ,..., k   , полученные по выборкам, называют статистическими оценками параметров. 

Различают два вида оценок параметров точечные и интервальные. Предположим,  

оценке подлежит параметр   некоторого распределения вероятностей по выборочным 

данным 1 2, ,..., nx x x  некоторой случайной величины X . Точечной оценкой параметра   по 

выборочным данным является некоторый функционал 
*

1 2( , ,..., )nx x x   , позволяющий 

получить наилучшую оценку в принятых критериях. 

В качестве критериев, характеризующих пригодность оценки параметра распределения, 

используются такие ее свойства, как несмещенность, состоятельность,  эффективность и 

достаточность. 

Оценка *  параметра   называется несмещенной, если для любого фиксированного 

объема выборки n  математическое ожидание оценки равно оцениваемому параметру, т.е. 

  *M( )   .       (2.1) 

Поясним смысл этого равенства следующим примером. Имеются два алгоритма 

вычисления оценок для параметра  . Значения оценок, построенных первым алгоритмом по 

различным выборкам объема n  генеральной совокупности, приведены на рис 2.1,а, а с 

использованием второго алгоритма – на рис 2.1,б. Видим, что среднее значение оценок на 

рис 2.1,а совпадает с  , и, естественно, такие оценки предпочтительнее по сравнению с 

оценками рис 2.1,б, которые концентрируются слева от значения   и для которых 
*M( )   , 

т.е. эти оценки являются смещенными. 

Оценка 
*  называется состоятельной, если 

 
p

n
*

, 

т.е. для любого 0  при n  

     1 *nP .      (2.2) 

Поясним смысл этого предельного соотношения. Пусть   – очень малое положительное 

число. Тогда (2.2) означает, что чем больше число наблюдений n , тем больше уверенность 

(вероятность) в незначительном отклонении 
*
n  от неизвестного параметра   . Очевидно, 

что «хорошая оценка» должна быть состоятельной, иначе эта оценка не имеет практического 
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смысла, так как увеличение объема исходной информации не будет приближать нас к 

«истинному» значению  . 

Предположим, что имеются две состоятельные и несмещенные оценки 

)x...,,x();x...,,x( n
)*(

nn
)*(

n 12
2

11
1      (2.3) 

одного и того же параметра  . Как из двух этих оценок выбрать лучшую? Каждая из них 

является случайной величиной, и мы не можем предсказать индивидуальное значение оценки 

в каждом частном случае. Однако, рассматривая в качестве меры концентрации 

распределения оценки *
n  около значения параметра    величину 2* )(  nM , мы можем 

теперь точно охарактеризовать сравнительную эффективность оценок  )1*(
n  и )2*(

n . В 

качестве меры эффективности принимается отношение 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1. К определению несмещенной оценки 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2. К определению эффективной оценки 

 

2)2(*

2)1*(

)(

)(










n

n

M

M
e .      (2.4) 

Если значение 1e , то оценка 
)2*(

n  более эффективна, чем 
)1*(

n . В случае несмещенных 

оценок   )(M,)(M
)*()(*

n
21  и поэтому 

  

*
n  

a) 

  

*
n  

б) 

  

*
n  

a) 

  

*
n  

б) 



 16 

   
)(

)(
)2(*

)1*(

n

n

D

D
e




 ,       (2.5) 

где )( *nD   – дисперсия оценки *
n . 

Таким образом, несмещенная оценка *
n  параметра    называется несмещенной 

эффективной, если она среди всех других несмещенных оценок того же параметра обладает 

наименьшей дисперсией. 

Приведенная на рис 2.2,а  оценка *  является более эффективной по сравнению с 

оценкой, значения которой нанесены на рис 2.2,б (почему?). 

Оценка 
*  называется достаточной, если оценка 

*   извлекает максимальную 

информацию из выборки. 

Под интервальной оценкой параметра   понимается интервал, границы которого 
*

ía  и 
*

âa  

являются функционалами от выборочных значений случайной величины, и который с 

заданной вероятностью   содержит оцениваемый параметр:
* *{ }í âP a a     . 

Вероятность   называется доверительной вероятностью, а оценки 
*

ía  и 
*

âa  – 

соответственно нижней и верхней доверительными границами. Интервал 
* *[ , ]í âa a  называется 

доверительным, интервалом. Если длина доверительного интервала 
* *( ) â íl a a const    , 

то для состоятельных и несмещенных оценок 1  при n . При фиксированном 

объеме выборки n ,   будет тем больше, чем больше l . 

Различают два вида интервальных оценок: одно- и двусторонние. При двусторонней 

оценке задаются обе границы доверительного интервала, так что 

* *{ }í âP a a      и    
*{ }íP a     ; 

*{ }âP a     , 

где 1      . Если 
1

2


     , то двусторонний доверительный интервал 

называется симметричным. Для него справедливы соотношения 

 

* 1
{ }

2
âP a


   и 

* 1
{ }

2
íP a a


  . 

 

При односторонних доверительных интервалах границы интервалов задаются так,  

чтобы 

*{ }âP a a    или 
*{ }íP a     

Величина (1 )q    — дополнение .доверительной вероятности до единицы 

называется уровнем значимости. Этим термином обозначается вероятность появления 

события, которую исследователь связывает с неслучайным (значимым) событием. 

Очевидно, что двусторонний интервал для симметричных распределений аналогичен 

одностороннему при удвоенном уровне значимости. 

Наиболее существенной характеристикой оценки параметра распределения 

является ее эффективность. Именно эта характеристика обычно используется для 

сравнения методов оценки параметров распределения между собой. Как правило, 

эффективность оценки сравнивается с эффективностью оценки параметра 

распределения методом максимального правдоподобия (т.е. с наиболее эффективной 

оценкой). Легко видеть, что применение менее эффективных оценок (требующих, как 
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правило, меньшего объема, вычислений) может быть скомпенсировано 

соответствующим увеличением объема выборки. 

Поясним практический смысл процедуры оценки параметров распределения 

вероятностей. Так как само распределение наблюдаемых случайных величин является 

для исследователя той совокупностью данных, которой он располагает относительно 

наблюдаемого процесса, то и параметры распределения позволяют судить об основных 

чертах этого процесса. Например, когда мы спрашиваем, какова долговечность 

прибора, мы по сути, ставим задачу оценки среднего значения (или математического 

ожидания) наблюдаемого распределения показателей долговечности. Если нас 

интересует, насколько стабилен наблюдаемый технологический процесс, то ответ на 

этот вопрос требует оценки разброса (рассеяния) наблюдаемых случайных величии, 

характеризующих качество технологического процесса. 

 

2.2. Вычисление точечных оценок 
  

Для нахождения вида функции оценивания того или иного параметра используют один из 

следующих методов: 

1) метод максимального правдоподобия; 

2) метод моментов; 

3) оценивание с помощью метода наименьших квадратов 

 

2.2.1. Оценка параметров методом максимального правдоподобия 

Наибольшее распространение получил метод максимального правдоподобия. Суть 

метода состоит в следующем. Пусть 1 2( , ,..., )nX x x x  – независимая выборка из 

распределения F , зависящего от неизвестного параметра 1 2( , ,..., ) k

k R      . 

Функцией правдоподобия 1 1( , ) ( ,..., ; ,..., )k nL x L x x     называют функцию  

1

1

1

1

( , ,..., ),

( , )

( , ,..., ),

n

j k

j

n

j k

j

f x åñëè x í åï ðåðû âí àÿ âåëè÷èí à

L x

p x åñëè x äèñêðåò í àÿ âåëè÷èí à






 


  

  






  

В качестве оценки параметров 1

* * *( ,..., )k    примем значения этих параметров, при 

которых функция правдоподобия принимает максимальное значение, т.е. 

 * * *

1( ,..., ) arg max ( , )k L x


    . Если функция 1 1( , ) ( ,..., ; ,..., )k nL x L x x     

является дифференцируемой по переменным 1 2, ,..., k   , оценки параметров 

удовлетворяют системе уравнений: 

 
0

L 



 

или 



 18 

1( ,..., ; )
0, 1,2,..., .k

i

dL x
i k

d

 
 


    (2.6) 

Так как функции  L   и  ln L   достигают максимума при одном и том же 

значении   (функция логарифм монотонная), то вместо отыскания максимума  L   ищут 

максимум функции  ln L  . Часто это бывает значительно проще. Поэтому уравнение 

правдоподобия записывают в виде  

 ln
0

L 



 

или  

 
0

;ln

1








n

k

kxf
. 

Уравнение правдоподобия представляет в общем случае нелинейное или 

трансцендентное уравнение, которое может иметь несколько решений. Задача в этом случае 

состоит в нахождении того решения, которое соответствует абсолютному максимуму 

функции правдоподобия. Если существует несмещенная эффективная оценка ̂  то 

уравнение правдоподобия в этом случае имеет единственное решение равное  .  

Можно доказать, что при некоторых не очень ограничительных предположениях 

относительно вида функции  ;xf  оценка максимального правдоподобия состоятельна. 

Эта оценка асимптотически несмещенная и эффективная. Кроме того, при n  

распределение оценки максимального правдоподобия – асимптотически нормальное со 

средним   и дисперсией minV . Таким образом, для нахождения оценки максимального 

правдоподобия надо: 

1) Решить уравнение правдоподобия. 

2) Отобрать то решение, которое соответствует абсолютному максимуму функции 

правдоподобия. 

Если оценке подлежат несколько параметров n ..., 21  распределения 

)...,;( 21 nxf  , то оценки 
1 2
ˆ ˆ ˆ, ... n    определяются решением системы уравнений 

правдоподобия 

 

 

 

1 2

1

1 2

2

1 2

ln , ...
0,

ln , ...
0,

.........

ln , ...
0.

n

n

n

n

L

L

L

   



   






   




    (2.7) 

 

2.2.2. Примеры применения метода максимума правдоподобия 

 

Пример 2.1. Оценка вероятности по частоте. Рассмотрим события A . Вероятность 

pAp )( . Проведено n  испытаний, в результате которых событие A  появилось x  раз.  





n

i

ixx
1

  

0ix , если A ,   0Ap  

1ix , если A ,   1Ap  



 19 

Выборка объемом n  дала по условию x  единиц и xn  нулей. Вероятность такого 

сочетания нулей и единиц согласно биномиальной формуле равна  

    xnxx
nn ppCxxxP


 1,...,, 21 . 

Логарифм функционала правдоподобия имеет вид 

     ln ln ln ln 1x

nL p C x p n x p      

и  

 ln
0

1

L p x n x

p p p

 
  

 
 

Решая его относительно p , найдем правдоподобную оценку  

n

x

p

n

i

i
 1 . 

Можно показать, что эта оценка является состоятельной (теорема Бернулли), 

несмещенной и эффективной. ► 

 

Пример 2.2. В двух сериях по 1n  и 2n  испытаний было 1x  и 2x  появлений события 

A , соответственно. Вероятность появления события A  в каждой серии одинаковы. Найти 

оценку p̂ . Вероятности появления A  в двух сериях равны  

    1111

1
11

xnxx

n ppCxP


  

    2222 122

xnxx
n ppCxP


  

Логарифм функции правдоподобия равен 

       1 2

1 2 1 2 1 2 1 2ln ln ln ln 1x x

n nL p C C x x p n n x x p         

и  

 
0

1

ln 212121 












p

xxnn

p

xx

p

pLx  

Решая его относительно p  найдем правдоподобную оценку  

1 2

(1) (2)

1 1

1 2

ˆ

n n

i i

i i

x x

p
n n

 






 
.► 

Пример 2.3. Оценка математического ожидания гауссовой СВ по выборке nxxx ..., 21 . 

В данном случае  
 













 


2

2

2 2
exp

2

1
;



ax
axf i

i . 

Функционал правдоподобия имеет вид: 

 
 

2

2
1

1
exp

22

n n
i

i

x a
L a



  
        

 , а его логарифм равен 

   2
1

1
ln ln 2

2

n

i

i

L a n x a


   

 . 

Тогда 
 

 2
1

ln 1
0

n

i

i

L a
x a

a 


  

 
 , а оценка равна 

1

1
ˆ

n

i

i

a x
n 

  . ► 

Пример 2.4. Оценка параметра a  пуассоновской СВ по выборке nxxx ..., 21 . 
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В данном случае  

   
 
!

exp
;;

i

x

ii
x

aa
axXPaxp

i 
  

Составим функцию правдоподобия 

 
  1

1 2

exp

! !... !

n

i

i

x

n

na a
L a

x x x






  

Функционал правдоподобия  

   1 2

1

ln ln ln ! !... !
n

i n

i

L a na a x x x x


      

и 
 

0
ln 1 






a

x

n
a

aL

n

i

i
x . 

Оценка максимального правдоподобия  

1ˆ

n

i

i

x

a
n




. 

 

2.2.3. Приближенное решение уравнения правдоподобия 

Как правило, точное решение уравнения правдоподобия получить не удается. В 

общем случае для получения решения можно использовать метод последовательных 

приближений. Запишем исходное уравнение подобия: 

 ln
0

L 



       (2.8) 

Разложим производную логарифма функции правдоподобия в ряд Тейлора, 

ограничившись в этом разложении первыми двумя членами: 

       
0 0

2

0 2
ln ln lnL L L

 

    
            

  (2.9) 

Примем в качестве первого приближения решение уравнения правдоподобия какую-

нибудь грубую оценку (1)̂  параметра  . Это может быть, например, выборочное среднее. 

Из (2) найдем для второго приближения (2)̂  как корня уравнения 

     
(1) (1)

2
(1)

2
ˆ ˆ

ˆln ln 0L L
 

   
          

   (2.10) 

Из этого уравнения найдем: 

 

 

(1)

(1)

ˆ(2) (1)

2

2
ˆ

ln
ˆ ˆ

ln

L

L





 
  

   
 

 
 

       (2.11) 

Заменим  
2

2
ln L





 его средним значением  

       
2

2 2 2

12 2
ln ln ln nL m L m L I

       
             

       

 

Здесь  nI  - информация содержащаяся в выборке по Р.А. Фишеру. Тогда из (2.11) 

найдем  
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 
 

(1)

!2) (1)

(1)
ˆ

1ˆ ˆ ln
ˆ

n

L
I 

 
      

      (2.12) 

В общем случае, если найдено m - е приближение, то следующее находится по 

формуле 

 
 1

ˆ

1ˆ ˆ ln
ˆ

m

m m

n m

L
I





 
      

, 

 являющееся обобщением (2.15).  

 

2.2.4. Оценка параметров методом моментов 

 

Идея этого метода заключается в приравнивании теоретических и эмпирических 

моментов.  

Пусть 1 2( , ,..., )nX x x x  – независимая выборка из распределения F , зависящего от 

неизвестного параметра 1 2( , ,..., ) k

k R      .  Моментом i  -го порядка называется 

функция  

1

1

1

( , ,..., ) ,

( ,..., ) [ ]
( , ,..., ),

i

k
i

ii k

j j k

j

x f x dx åñëè x í åï ðåðû âí àÿ âåëè÷èí à

E x
x p x åñëè x äèñêðåò í àÿ âåëè÷èí à

  


     
 







 

где ( , )f x   – плотность распределения непрерывной случайной величины x , ( , )jp x   – 

вероятность дискретной случайной величины. Теоретический момент является функцией 

неизвестных параметров 1 2( ) ( , ,..., )i i k       . 

 Выборочным (эмпирическим) моментом i -го порядка называется величина 

1 2

1

1
( , ,..., )

n
i

i n j

j

m x x x x
n 

  . 

Отметим, что по своему определению эмпирические моменты являются функциями от 

выборки. 

 Для нахождения неизвестных параметров (будем обозначать их 1( ,..., )k    )  

составим систему уравнений 

11 1

12 2

1

( ,..., ) ,

( ,..., ) ,

............................

( ,..., ) .

k

k

kk k

m

m

m

   

   

   

 

Далее решаем систему относительно параметров 1( ,..., )k    . В результате получим 
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1 1 1

2 2 1

1

( ,..., ),

( ,..., ),

.........................,

( ,..., ).

n

n

k k n

x x

x x

x x

  

  

  

 

Найденные параметры зависят от выборки 1 2( , ,..., )nx x x x . 

 

2.2.5. Оценка параметров методом наименьших квадратов 

 

 Пусть дана табличная функция ( )y x  

x  
1x  2x  ...  

nx  

y  
1y  2y  ...  

ny  

 

Необходимо аппроксимировать эти данные некоторой параметрической функцией 

1( ,..., ; )kf x  , т.е. заменить функцию ( )y x  функцией 1( ,..., ; )kf x  : 

1( ) ( ,..., ; )ky x f x   . 

Параметры 1,..., k   будем подбирать таким образом, чтобы расхождение табличной 

функции с функцией 1( ,..., ; )kf x   было минимальным. Для этого построим функционал 

 
2

1 1

1

( ,..., ) ( ,..., ; )
n

k i k j

j

F y f x


       и найдем его минимум. Необходимое условие 

минимума имеет вид 

 

1( ,..., )
0, 1,..., .k

i

dF
i k

d

 
 


 

Решаем эту систему уравнений и получаем значения параметров 1( ,..., )k    . 

Пример 2.5. Пусть дана независимая выборка  1 2( , ,..., )nx x x x  из распределения F . 

Разобьем весь диапазон данных min max[ , ]x x  на m  интервалов и построим гистограмму. 

Обозначим середины интервалов 1 ,
2

1,2,...,i i
i i

x
m

x
x  
  . Тогда плотность частоты 
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1
~~







ii

i

i

i
i

xxx


  (высоты столбиков гистограммы) будут значениями табличной функции 

, 1,2,...,iy i m . Здесь nnii /  – относительные частоты. 

Таким образом, мы получили табличную функцию 

x  1x  2x  ...  
nx  

  
1  2  ...  

n  

Поставим следующую задачу. Подобрать параметры известного закона непрерывного 

распределения 1( ,..., ; )kf x   так, чтобы расхождение между гистограммой и функцией 

( , )f x  было минимально. В результате мы приходим к методу наименьших квадратов. ► 

 

2.3. Точечная оценка параметров нормального распределения 

 

Пусть случайная величина X  имеет нормальное распределение 
2( , )N   , где 

0; R   . Плотность распределения имеет вид: 
2

2

( )

2
1

( ) , ( , )
2

x

f x e x




   
 

. 

 

Решение. Запишем функцию правдоподобия 

22

22
12

1

( )( )

22( , ;
2

)
1 1

2

n
jj

i

nn x

j

x

e eL x 









 

     
 



   
 . 

Из условия максимума 

2 2( , ; ) ( , ; )
0, 0

dL x dL x

d d

   
 

 
, получим следующие 

оценки среднего и дисперсии 

 

1

1 n

i

i

x x
n 

  , 
22 2 2

1 1

1 1
( )

n n

i i

i i

s x x x x
n n 

     . 

Оценка среднего – состоятельная, несмещенная, эффективная, достаточная и распределена 

как случайная величина тоже нормально со средним ( )M x    и дисперсией 

2

( )D x
n


 . 

Оценка дисперсии – состоятельная, эффективная, достаточная, но смещенная. При 30n   

рекомендуется использовать несмещенную оценку 

22 2 2

1 1

1 1
( )

1 1

n n

i i

i i

s x x x nx
n n 

 
    

   
  .  

 

2.4. Точечная оценка параметров показательного закона распределения 

Пусть X  , где  – показательный закон распределения с параметром  
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  с плотностью распределения ( ) , [0, )xf x e x    . Найти оценку параметра 
*  

методом максимального правдоподобия. 

Запишем функцию правдоподобия 

1

1

( , )

n

j

j j

xn
x n

j

L x e e 







     . Из условия максимума 

( ; )
0

dL x

d





 получим 

следующее уравнение: 
1 11

1

0

n n

j j

j j

x xn
n n

j

j

n e x e 

 




 
    . Отсюда следует 

*

1

1

1 n

j

j

x
n 

 


.  

Найдем теперь оценку параметра 
*  методом моментов. 

 

1

0

1
( ) [ ] xE x x e dx



     
 . Приравниваем к 

1

1

1 n

j

j

m x
n 

  . Отсюда получим: 

*

1

1

1 1

1 n

j

j

m
x

n 

  


.  Таким образом, оценки параметра  , полученные методом 

максимального правдоподобия и методом моментов, совпали. 

 

2.5. Точечная оценка параметров равномерного закона распределения 
 

Пусть ,X U  , где ,U  – равномерный закон распределения с параметрами ,  . 

Найдем оценки параметров   и   методом моментов. 

1

1
( , ) [ ]

2
m E x xdx





 
    

  
, 

2 2
2 2

2

1
( , ) [ ]

3
m E x x dx





    
    

  
.  

Получим систему 

1

2 2

2

,
2

.
3

m

m

 


    


 

Решение системы: 
2

1 2 1 13 3m m m m       , 
1 3m    . Здесь 

2 2

2 1m m    – дисперсия выборочного распределения. ► 

 

  

2.6. Точечная оценка параметров биномиального закона распределения 
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Биномиальное распределение — распределение количества «успехов» в 

последовательности из n  независимых случайных экспериментов, таких что вероятность 

«успеха» в каждом из них постоянна и равна p . 

 

Определение.  Пусть  1 2, ,..., nx x x  — конечная последовательность независимых случайных 

величин с распределением Бернулли, то есть 

1
, 1,2,...,

0 1
i

p
x i n

q p


 

 
 

Построим случайную величину Y : 

1

n

i

i

x x


  

 

Тогда x  –  число единиц (успехов) в последовательности 1 2, ,..., nx x x , имеет биномиальное 

распределение с  n  степенями свободы и вероятностью «успеха» p . Распределения 

вероятностей задаётся формулой: 

 

( ; , ) , 0,1,...,x n x
n

f x n p p q k n
x

 
    
 

, 

где  
!

( )! !

n n

x n x x

 
 

 
— биномиальный коэффициент 

Здесь x  – количество появлений события в серии из n  испытаний, при условии, что в 

единичном испытании вероятность его появления равна p . 

Функция распределения биномиального распределения может быть записана в виде суммы: 

0

( ; , )
x

i n i

i

n
F x n p p q

i





 
   

 
 , 

 

Среднее значение равно [ ]E x np , а дисперсия – [ ]D x npq . 

Биномиальное распределение зависит от одного параметра p .  

Если имеется реализация из n  испытаний, в которых событие наблюдалось m  раз, то 

несмещенной точечной оценкой максимального правдоподобия параметра p  является 

величина n

m
p

n
 . Это следует из решения уравнения 

( ; , )
0

x m

df x n p

dp


 .  

2.7. Планирование экспериментов для оценки параметров распределений 

 

2.7.1. Нормальное распределение 

Оценка среднего при известной дисперсии 

Объем выборки, необходимый для оценки среднего   с заданной предельной абсолютной 

ошибкой   и доверительной вероятностью   при известной дисперсии 
2  определяется 

соотношением 
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2
u

n  
  

 
. 

Для  - квантили стандартного нормального распределения можно использовать 

аппроксимацию 
0,14 0,144,91[ (1 ) ]u     . Тогда имеем 

2

0,14 0,1424,108 (1 )n
 
       

. 

Пример 2.6. Напряжение зажигания газоразрядного прибора распределено нормально со 

стандартным, отклонением 50  В. Найти объем выборки, позволяющий оценить среднее 

значение напряжения зажигания с предельной абсолютной ошибкой 20  В при 

доверительной вероятности 0,95  . 

Решение. Имеем 

2

0,14 0,1450
24,108 0,95 (1 0,95) 17

20
n

 
      

 
. Следовательно, 

желаемая точность оценки с вероятностью   0,95 достигается при объеме выборки 

17n  .► 

  

Оценка среднего при неизвестной дисперсии 
 

Необходимый объем выборки определяется из соотношения 

( )t n s

x xn


    , 

где ( )t n  –  -квантиль распределения Стьюдента при v n  степенях свободы; s  и x  – 

выборочные оценки соответственно стандартного отклонения и среднего значения. Здесь   

– относительная погрешность среднего. 

Значения 
( )t n

n

  приведены в табл. 4 (см. статистические таблицы).  

Определение объема выборки происходит в следующей последовательности. Сначала по 

заданным величинам 
x


   и   и предполагаемому коэффициенту вариации 

s
w

x
  по 

табл. 3 находим значение 
( )

/
t n

w
sn

 
    и по нему определяем искомое значение n . 

Если для найденного объема выборки n  выборочное значение s  окажется больше 

предполагавшегося, то эксперимент должен быть продолжен. 

Пример 2.7. Определить необходимый объем выборки для оценки среднего значения с 

предельной относительной ошибкой 0,4   при доверительной вероятности 0,95  , 

если предполагаемое значение коэффициента вариации равно 1w . 

Решение. Имеем 
0,95

/ 0,4
t

w
n
   . Тогда из табл. 3 для 0,95   непосредственно 

находим 26n  .► 

 

2.7.2. Экспоненциальное распределение 

Предположим, что в течение некоторого времени èt  испытывается n  приборов и при 

испытаниях обнаруживается r  отказов. Необходимо определить значения n  и r , 
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обеспечивающие оценку интенсивности отказов 0  с заданной относительной 

предельной ошибкой   при доверительной вероятности  . 

При испытаниях невосстанавливаемых приборов требуемый объем выборки равен 

0 ( , )è

r
n

t a r

 

. 

Значения коэффициента ( , )a r   приведены в табл. 3 [1] (см. табл. 5, статистические 

таблицы). 

Значения r  находятся из соотношения 
1

( , )
1

b r  
 

, где ( , )b r   – коэффициент, 

зависящий от r  и   (см. табл. 6, статистические таблицы). По заданным   и   сначала 

определяем ( , )b r  , затем по заданному значению   и вычисленному ( , )b r   из табл. 6 

находим r . Далее, для найденного значения r  и заданного   по табл. 5 определяем 

значение ( , )a r  , и по заданному èt  и 0  вычисляем требуемый объем выборки n . В 

случае испытаний восстанавливаемых приборов может быть получена оценка необходимого 

времени испытаний 

0
( , )

è

r
t T

a r



, 

где 0T  – ожидаемое время наработки на отказ. 

Пример 2.8. Найти требуемый объем испытаний для оценки интенсивности отказов 

невосстанавливаемого прибора, если заданы время испытаний 1000èt  ч., предельная 

относительная ошибка 0,2  , предполагаемое значение интенсивности отказов 
3

0 10  , 

доверительная вероятность 0,95  . 

Решение. Находим 
1 1

0,833
1 1 0,2

 
  

. Из табл. 6 для ( , ) 0,833b r    и 0,95   

находим 80r  . Из табл. 5 для 80r   и 0,95   находим ( , ) 0,84a r   . Тогда искомый 

объем выборки 
3

80
95

10 1000 0,84
n


 

 
. ► 

 

2.7.3 Биномиальное распределение 

Предположим, что задано некоторое значение параметра биномиального 

распределения – 0p . Тогда, наименьший объем выборки, необходимый для того, чтобы 

подтвердить с вероятностью  , что 0p p  равен 

0

ln(1 )

ln(1 )
n

p





. 

 

Если среди n  испытанных приборов не будет ни одного отказа, то с 

вероятностью   можно утверждать, что 0p p . 

Пример 2.9. Найти объем выборки, позволяющий с достоверностью 0,90   установить, 

что доля дефектных изделий в партии не превышает заданную величину 0 0,05p  . 

Решение. Имеем 

0

ln(1 ) ln0,1
45

ln(1 ) ln0,95
n

p


  


. ► 

http://npe.m-i.waem/
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Рассмотрим еще одну практическую задачу. Имеем совокупность из N  приборов с r  

дефектными приборами (доля дефектных приборов равна 0p
). Необходимо для 

предполагаемой величины доли дефектных приборов 0p
 найти объем выборки n . 

который с заданной достоверностью   обеспечивает заданную длину доверительного 

интервала l  для оценки 0p
. Необходимый объем выборки n  в этом случае равен 

1

2

2

1 0 0

2

1

(1 )

l
n

u p p N





 
 

  
 

  . 

Для квантили нормального распределения можно использовать аппроксимацию 

2
0,14 0,14

2

1

2

1 1
24,108

2 2
u 

      
     

      . 

Пример 2.10. Найти объем выборки, позволяющий с достоверностью 0,90   

установить, что доля дефектных изделий в партии не превышает заданную величину 

0 0,05p 
. 

Решение. Имеем 0

ln(1 ) ln0,1
45

ln(1 ) ln0,95
n

p


  


. ► 

Пример 2.11. Необходимо найти объем выборки, при котором для заданной доли 

дефектных приборов 0 0,1p 
 в партии из 200N   приборов будет с вероятностью 

0,95   получен доверительный интервал для оценки 0p
 длиной 0,2l  . 

Решение. Имеем 
1 0,95

2

1,96u u  

 и 

1

2

0,04 1
9

1,96 0,1 0,9 200
n



 
   

   .► 

 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Оценка неизвестных параметров закона распределения.  

2. Что означают понятия точечные и интервальные оценки?  

3. Понятие состоятельности, несмещенности и эффективности оценки. 

4. Функция правдоподобия и оценка максимального правдоподобия. 

5. Приближенное решение уравнения правдоподобия. 

6. Приведите примеры применения метода максимума правдоподобия. 

7. Метод моментов. Оценки математического ожидания и дисперсии случайной величины. 

Их свойства. 

8. Метод наименьших квадратов оценки параметров. 

9. Точечные оценки параметров нормального распределения. 

10. Точечные оценки параметров экспоненциального распределения. 

11. Точечные оценки параметров равномерного распределения. 

12. Точечные оценки и параметров биномиального распределения. 

13. Какой объем выборки необходим для оценки среднего   при неизвестной дисперсии 

для нормальной случайной величины? 

http://npe.m-i.waem/


 29 

14. Какой объем выборки необходим для оценки среднего   при известной дисперсии для 

нормальной случайной величины? 

15. Какой объем выборки необходим для оценки параметра экспоненциального 

распределения? 

16. Какой объем выборки необходим для оценки параметра биномиального распределения? 
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Тема 3. Интервальные оценки параметров распределений 
 

3.1. Оценка параметров нормального распределения 
 

Пусть случайная величина x  имеет нормальное распределение 
2( , )N   , где 0  , R  

с плотностью 

2

2

( )

2
1

( ) , ( , )
2

x

f x e x




   
 

.  

Оценка   при известной дисперсии 
2  

Интервальные оценки с доверительной вероятностью   имеют вид: 

( ) , ( )í âx u x u
n n

 

 
        , 

где u  –  -квантиль стандартного нормального распределения; 
1

2


   для двусторонней 

оценки,    для односторонней оценки. 

В табл. 1 (см. статистические таблицы) приведены квантили стандартного 

нормального распределения. На практике удобно использовать аппроксимацию квантилей 

стандартного нормального распределения вида 
0,4274

1
2,0637 ln 0,16 1,5774, 0,5 0,999

1
pu p

p

 
     

 
 

 

Оценка   при неизвестной дисперсии 

 

В этом случае интервальная оценка с доверительной вероятностью   имеет вид: 

( ) , ( )í âs s
x t x t

n n
         , 

где t  –  -квантиль распределения Стьюдента с 1v n   степенями свободы; 
1

2


   для 

двусторонней оценки,    для односторонней оценки. 

 В работе [1] на стр. 52 приведены критические точки распределения Стьюдента. 

Аппроксимации для расчетов квантилей имеют вид 

2 4 2 6 4 2

2 3

, 30;

( ) , 301 5 16 3 3 19 17 15
1

4 96 384

p

p p p p p p p

p

u v

t v vu u u u u u
u

v v v




         
   

  

 

 Оценка дисперсии 
2  

Интервальные оценки при доверительной вероятностью   равны 

2 2 2 2

2 2
1 1

1 1
( ) ( ) , ( ) ( )

n n
í â

i i

i i

s x x s x x
   

   
 
  , 
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где 
2

  –  -квантиль распределения 
2  с 1v n   степенями свободы (если параметр   

известен, v n ); 
1

2


   для двусторонней оценки и     для односторонней оценки; 

1

2


   для двусторонней оценки и 1    для односторонней оценки.  

Для аппроксимации можно использовать следующую формулу 
3

2 2 2
( ) 1

9 9
v v u

v v
 

 
    

 
, 

u  –  -квантиль стандартного нормального распределения. 

Для практического применения для уровней достоверности 0,9; 0,95; 0,99   значения u  

приведены в табл. 1 

 

  

 

 

Односторонние границы Двусторонние границы 

    u   u       u   u   

0,90 

0,95 

0,99 

0,90  

0,95  

0,99 

0,10 

0,050

,01 

1,283 

1,645  

2,326 

-1,283 

-1,645  

-2,326 

0,950 

0,975 

0,995 

0,050 

0,025 

0,005 

1.645 

1,960 

2.576 

-1.645  

-1,960 

- 2.576 

 

 

Интервальная оценка   может быть рассчитана также по формулам 

2 2

1 1
,í ân n

s s s s
  

 
   

 
, 

где 
2

1

1
( )

1

n

i

i

s x x
n 

 

 . 

В работе [1] приведена таблица значений 
2

1n






 для различных ( 1)n   от 2 до 100 и трех 

значений 0,9; 0,95; 0,99  . Для 0,95   получена следующая эмпирическая формула:  

 – для нижней границы 
2

0,975

1 2 1,74

1,96 2 2

n

n




  
; 

 – для верхней границы 

2

2

0,025

11,54( 3,61) 1,98; 2 4;
1

2 0,47
; 5.

2 0,8 1,96

n n

n
n

n

    


  
 

 

 

Критические точки распределения 
2  приведены в работе [2] на стр. 312. 

 

3.2. Оценка параметров показательного распределения 
 

Пусть X  , где  – показательный закон распределения с параметром   с плотностью 

распределения ( ) , [0, )xf x e x    . 
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Интервальная оценка параметра   при доверительной вероятности   рассчитывается по 

формулам 
2 2

1 1

,

2 2

í â

n n

i i

i i

x x

  

 

 
   

 
, 

где 
2

  –  -квантиль распределения хи-квадрат  с 2v n  степенями свободы; 

1 1
,

2 2

 
      для двусторонней оценки и , 1        для односторонней 

оценки. 

 

3.3. Оценка параметров биномиального распределения 
 

Интервальные оценки параметра p  с доверительной вероятностью   являются решениями 

уравнений Клоппера-Пирсона 

( ) ( )

0

1
(1 ) , (1 )

2 2

n m
x x n x x x n x

n í í n â â

x m x

C p p C p p 

 

 
     . 

 

На практике широко используется аппроксимация нормальным распределением [1]. В этом 

случае нижняя íp и верхняя  âp  границы равны 

2 2

2

1 1
( )

2 4
í

x
x u u n x u

np
n u

  



   




, 

2 2

2

1 1
( )

2 4
â

x
x u u n x u

np
n u

  



   




, 

где u  –  -квантиль стандартного нормального распределения; 
1

2


   для двусторонней 

оценки,    для односторонней оценки. 

Эта аппроксимация рекомендуется при 4x   и 4n x  . 

 

3.4. Примеры интервальных оценок 
 

Пример 3.1. Требуется определить, какое количество книг N  по некоторой теме должен 

иметь продавец, чтобы удовлетворить по возможности всех покупателей, если за четыре дня 

по этой теме было продано: 18, 12, 13, 15 книг. 

Решение. На основании этих данных находим среднее и дисперсию 

18 12 13 15
14,5

4
x

  
  ; 

 2 2 2 2 21
(18 14,4) (12 14,4) (13 14,4) (15 14,4) 7,0

3
s          ; 

7 2,65; 1 3s v n     .  

Примем доверительную вероятность 0,95  . Тогда для односторонней критической 

области имеем   , (1 ) 0,05q    , 2 0,1q   и по таблице распределения Стьюдента 

получим 
0,1 2,35t  . Верхняя граница математического ожидания равна 

2,65
14,5 2,35 17,61

4

â    .  
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Следовательно, максимальное возможное количество книг, которое необходимо иметь 

продавцу, 18N  .► 

 

Пример 3.2. В канцелярии офиса работают три секретаря. Время подготовки одного 

документа каждым секретарем в среднем составляет 16,3; 15,5 и 17,2 мин. Требуется оценить 

ориентировочное время и возможное отклонение во времени оформления  документа, 

сданного в канцелярию. 

Решение. Рассчитываем выборочное среднее значение и выборочную дисперсию  
216,33; 0,72x s  . 

Приняв доверительную вероятность 0,9  , получим 

1 1
0,95; 0,05

2 2

 
       . При 2v   по таблицам 

2 -распределения, находим: 

2 2

0,95 0,055,99; 0,103    . Тогда двусторонняя доверительная оценка дисперсии 
2  

равна: 

2 2

2
1

1 2 0,72
( ) ( ) 0,24

5,99

n
í

i

i

s x x



   

 ; 

2 2

2
1

1 2 0,72
( ) ( ) 14,1

0,103

n
â

i

i

s x x



   

 . 

В результате получим 
20,24 14,1  . После извлечения квадратного корня 

0,49 3,61 .► 

 

3.5. Интервальные оценки параметров при неизвестном  

законе распределения 

 

3.5.1. Оценки для центра распределения 

В качестве первичных (достаточно грубых) оценок центра группирования значений 

случайных величин при неизвестном законе распределения вероятностей могут быть 

использованы различные предельные неравенства. Рассмотрим неравенства Чебышева. 

Неравенство Чебышева имеет вид 

  2

1
P x k

k
    , 

где   и   – соответственно среднее значение и стандартное отклонение. 

Из неравенства Чебышева следует, что 

1 1
x x

 
   

 
, 

где   – доверительная вероятность. Здесь предполагается, что   известно. 

Если вместо значения случайной величины x  используется выборочное среднее 

1

1 n

i

i

x x
n 

  , то имеет место неравенство 

(1 ) (1 )
x x

n n

 
    

 
. 

Если известно, что распределение симметрично относительно центра  , то доверительный 

интервал равен 

2 2

3 (1 ) 3 (1 )
x x

 
    

 
 или 

2 2

3 (1 ) 3 (1 )
x x

n n

 
    

 
. 
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Отсюда следует, что только знание того факта, что распределение случайной величины 

симметрично, уже позволяет построить более узкий доверительный интервал для центра 

распределения. 

Пример 3.3. Имеются результаты наблюдений над случайной величиной с неизвестным 

законом распределения вероятностей (известна только дисперсия 
2 75  ): 

:1,2; 3,4; 6,1; 8,3; 12,1; 13,1; 14,8; 16,7; 21,9; 23,7; 24,5; 28,4.ix  

Найти доверительный интервал для центра распределения при 0,95  . 

Решение. Имеем 
75 75

14,516; 14,516 14,516
12(1 0,95) 12(1 0,95)

x      
 

 

или 3,336 25,696 . 

 Если бы располагали информацией о том, что распределение вероятностей случайной 

величины x  симметрично, то имело бы место 

2 75 2 75
14,516 14,516

3 12(1 0,95) 3 12(1 0,95)
    

 
 или 7,062 21,96 , т.е. 

доверительный интервал длины 25,696 3,336 22,36   уменьшился бы в 1,5 раза до 

21,96 7,062 14,898  .► 

 

3.5.2 Оценка рассеяния распределения 
 

Некоторое представление о степени рассеяния непрерывного распределения дают его 

выборочные квантили. В общем случае доверительные интервал для p -квантили ограничен 

элементами упорядоченной по возрастанию выборки с номерами r  и s , так как 

доверительная вероятность равна 
1

( , 1) ( , 1) (1 ) ( )
s

i i n i

p p n r p s

i r

I r n r I s n s C p p P x x x






            , 

где ( , )pI a b  – функция бэта-распределения с параметрами a  и b . 

Если 1s n r    (случай симметричного интервала) то (1 )
n r

i i n i

n

i r

C p p






   . 

Разность между 
0,75x  и 

0,25x , называемая интерквартильной широтой, является 

характеристикой степени рассеяния распределения относительно его центра. 

 

Пример 3.4. В условиях примера 3 найти доверительный интервал для 25%-й квнтили 

распределения. 

Решение. Предположим, что 3r   и 1 10s n r    . Тогда доверительная вероятность 

того, что в интервале 3 10[ ]x x  находится 25%-я квантиль ( 0,25p  ), равна 

9
12

12

3

0,25 (1 0,25) 0,552i i i

i

C 



    .► 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Интервальные оценки среднего нормального распределения при известной дисперсии. 

2. Интервальные оценки среднего нормального распределения при неизвестной 

дисперсии. 

3. Интервальные оценки дисперсии нормального распределения. 

4. Интервальные оценки параметров экспоненциального распределения. 

5. Интервальные оценки и параметров биномиального распределения. 
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6. Оценка центра распределения при неизвестном законе распределения. 

7. Оценка рассеяния распределения при неизвестном законе распределения. 
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Тема 4. Методы анализа законов распределения вероятностей 

случайных величин 

 

4.1 Общие понятия 

Для практического применения методов теории вероятностей и математической 

статистики знание закона распределения вероятностей чрезвычайно важно. По существу, 

сама изучаемая случайная величина для исследователя представлена только законом 

распределения вероятностей реализации ее значений. 

Зная закон распределения вероятностей наблюдаемой случайной величины, 

исследователь или инженер в состоянии решать многие практические задачи, связанные с 

планированием производства, обеспечением качества продукции, оценкой эффективности и 

стабильности производства. 

Попытка, применить методы анализа результатов наблюдений, разработанные для 

конкретных законов распределения вероятностей, в условиях, когда реальное распределение 

отличается от гипотетического, является самой распространенной на практике ошибкой, 

приводящей к неверным выводам и, в конечном итоге, к существенным материальным 

потерям и затратам времени. 

Именно поэтому любая обработка результатов наблюдений должна неизменно начинаться 

с ответа на главный вопрос: каково распределение вероятностей обрабатываемого ряда 

случайных величин? На практике эта проблема обычно формулируется следующим образом. 

Выдвигается гипотеза — «наблюдаемое распределение случайных величин  описывается 

некоторым конкретным законом  (нормальным, экспоненциальным,  Вейбулла,   ...)». Задача  

первичного  исследования принять или отклонить выдвинутую гипотезу. 

Если ни одна из гипотез, связанных с формой закона распределения вероятностей не 

принимается, то может быть сформулирована более мягкая гипотеза — например, 

«наблюдаемое распределение симметрично относительно какой-то точки». Даже 

установление только этого факта дает в руки исследователя более эффективные методы 

анализа наблюдений, чем полное незнание закона распределения вероятностей. И. наконец, 

если исследователь не получил достаточных оснований для выбора вида распределения, то 

возникает задача подбора формы распределения непосредственно по экспериментальным 

данным. При этом распределение вероятностей должно быть подобрано так, чтобы оно 

удовлетворительно описывало имеющийся экспериментальный материал. 

Мы встречаемся здесь с понятием статистической гипотезы. Статистической гипотезой 

называется предположение, выдвигаемое относительно особенностей распределения 

вероятностей случайной величины, которое проверяется по результатам наблюдений над 

ней. 

Проверка любой статистической гипотезы сводится к следующему. По выборочным 

значениям случайной величины подсчитывается некоторая величина – статистический 

критерий (статистика критерия). При допущении, что распределение вероятностей 

используемой статистики критерия в условиях справедливости проверяемой гипотезы 

известно, определяется вероятность появления вычисленного значения статистики. На 

основе так называемого принципа значимости устанавливается уровень значимости — 

наибольшее значение вероятности, несовместимое с признанием случайности 

экспериментально вычисленного значения статистики критерия. Событие называется 

значимым, (а не случайным), если теоретическая вероятность его случайного появления 

меньше, чем принятый уровень значимости. Уровнем значимости определяется критическое 

значение статистики критерия. Как правило, если значение статистики критерия, 

вычисленное по экспериментальным данным, больше критического, то гипотеза отклоняется 

на выбранном уровне значимости. В противном случае она признается не противоречащей 



 37 

результатам наблюдений. Дополнение до единицы уровня значимости называется уровнем 

достоверности (достоверностью). 

Поскольку статистика критерия для проверки гипотезы вычисляется по выборочным 

реализациям случайной величины, то и сама она является случайной величиной. Поэтому 

суждения по гипотезе на основе статистики критерия могут носить только вероятностный 

характер. При этом различают ошибки, первого рода, заключающиеся в отклонении верной 

гипотезы, и ошибки второго рода, заключающиеся в принятии ложной гипотезы. 

Вероятность ошибки первого рода совпадает (по крайней мере не выше) с уровнем 

значимости и обозначается в литературе через  . Ошибка второго рода обозначается через 

 . Эффективность статистического критерия проверки гипотезы оценивается его 

мощностью 1 , равной вероятности отклонения ложной гипотезы. 

Выбор значений   и   определяется условиями эксперимента и требованиями, 

предъявляемыми к достоверности суждения по проверяемой гипотезе. Обычно на практике 

используются значения ,  , равные 0,1; 0,05; 0,01. 

Проверяемая гипотеза называется нулевой и обозначается символом 0H . Например, 

запись 0 : ( ) ( )H F x G x  означает, что проверяется нулевая гипотеза о совпадении функций 

распределения ( )F x  и ( )G x . 

В классификации статистических критериев проверки гипотез о законе распределения  

вероятностей принята определенная  терминология. Такие критерии подразделяются на два 

класса — общие критерии согласия и специальные критерии согласия. Общие критерии 

согласия применимы к самой общей формулировке гипотезы, как гипотезы о согласии 

наблюдаемых результатов с любым априорно предполагаемым распределением 

вероятностей. Специальные критерии согласия предполагают специальные нулевые 

гипотезы, формулирующие согласие с определенной формой распределения  вероятностей – 

нормальной, экспоненциальной, Вейбулла и т.д. Такие критерии носят соответствующие 

названия – критерии нормальности, критерии экспоненциальности и т.п. 

 

4.2 Общие критерии согласия 

 

Нулевая гипотеза при применении общих критериев согласия записывается в форме 

0 : ( ) ( )nH F x F x , 

где ( )nF x  – эмпирическая функция распределения вероятностей; ( )F x  – гипотетическая 

функция распределения вероятностей. 

Все известные общие критерии согласия можно разбить на три основные группы:  

 критерии, основанные на изучении разницы между теоретической плотностью 

распределения и эмпирической гистограммой: 

 критерии, основанные на расстоянии между теоретической и эмпирической 

функциями распределения вероятностей; 

 корреляционно-регрессионные критерии, основанные на изучении 

корреляционных и регрессионных связей между эмпирическими и теоретическими 

порядковыми статистиками. 

 

4.2.1 Критерии, основанные на сравнении теоретической плотности распределения и 

эмпирической гистограммы 

Критерий 
2  (Пирсона) для простой гипотезы 

 Пусть дана выборка 1 2{ , , , }nx x x  из генеральной совокупности F . Проверяется 

гипотеза 0 : ( ) ( )nH F x F x  против альтернативы 1 : ( ) ( )nH F x F x . 
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Представим выборку в виде группированного ряда, разбив предполагаемую область 

значений случайной величины на m  интервалов. Пусть in  - число элементов выборки 

попавших в i -ый интервал, а 1( ) ( )i i ip F x F x   - теоретическая вероятность попадания 

случайной величины в i -й интервал при условии истинности 0H . Составим статистику 

 
2

1

( )
m

i i

i i

n np
x

np





 , которая характеризует сумму квадратов отклонения наблюдаемых 

значений in  от ожидаемых inp  по всем интервалам группирования. 

Теорема Пирсона. Если 0H  верна, то при фиксированном m  и n  

 
2

2

1

( ) ( 1)
m

i i

i i

n np
x m

np


     .     (1) 

Таким образом, статистику ( )x  можно использовать в качестве статистики критерия 

согласия для проверки гипотезы о виде закона распределения, который будет иметь вид: 

2

0

2

1

, ( )
( )

, ( )
n

H x
F x

H x

 
 







 

 
, 

 
2

1

( )
m

i i

i i

n np
x

np





 ,    (2) 

где 
2

 -квантиль распределения 
2( 1)m   с ( 1m ) степенями свободы. 

Данный критерий называется критерием 
2  или критерием согласия Пирсона. Дисперсия 

статистики ( )x  равна 
2

1

1 1
( ) 2( 1) 2 2

m

i i

D m m m
n p

 
       

 
 . Если 

1

1m

i i

n
p

  и 

m n , то ( ) 2( 1)D m   , т.е. совпадает с дисперсией случайной величины, имеющей 

2 - распределение. 

 На мощность статистического критерия 
2  сильное влияние оказывает число 

интервалов разбиения гистограммы m  и порядок её разбиения (т.е. выбор длин интервалов 

внутри диапазона изменения значений случайной величины). На практике принято считать, 

что статистику 
2  можно использовать при 5inp  . Показано, что такое приближение 

допустимо и тогда, когда не более, чем в 20% интервалов имеет место 1 5inp  . При 

200n   рекомендуется выбирать m  из условия 
2/54( 1)m n  , но не превышающее 

/5m n .  

При 200n   значение m  можно выбирать из условия 1 3,32 lg 1 4 lgm n n      . 

Считается, что оптимальное значение 10m  .  

 

Правило проверки гипотезы просто: если 
2( ) ( )x v   , то на уровне значимости  , т.е. с 

достоверностью (1  ) гипотеза 0H  отвергается. Если выполняется 
2( ) ( )x v   , то 

гипотеза 0H  принимается (не противоречит опытным данным). 

Пример 4.1. Измерены 100 обработанных деталей, отклонения от заданного размера 

приведены в таблице: 
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),[ 1ii xx  [-3,-2)  [-2,-1)  [-1,0)  [0,1)  [1,2)  [2,3)  [3,4)  [4,5)  

in  3  10  15  24  25  13  7  3  

Проверить при уровне значимости   = 0,01 гипотезу 0H  о том, что отклонения от 

проектного размера подчиняются нормальному закону распределения. 

Решение. 

Число наблюдений в крайних интервалах меньше 5, поэтому объединим их с соседними. 

Получим следующий ряд распределения (n = 100): 

),[ 1ii xx  [-3,-1)  [-1,0)  [0,1)  [1,2)  [2,3)  [3,5)  

in  13  15  24  25  13  10  

Случайную величину - отклонение - обозначим через X. Для вычисления вероятностей ip  

необходимо вычислить параметры, определяющие нормальный закон распределения ( a  и 

 ). Их оценки вычислим по выборке  

9.0885.0)104...15)5.0(132(
100

1
x , 

809.2885.0)1016...1525.0134(
100

1 2 вD , 7.1 . 

Находим ip  )6,..2,1( i . Так как СВ ~ ( , )X N a   определена на ),(  , то крайние 

интервалы в ряде распределения заменяем, соответственно на )1,(   и ),3(  . Тогда 

 11  Xpp =     1314.012.1
2

1

7.1

9.01
000 







 
 . Аналогично 

получаем 1667.02 p , 2258.03 p , 2183.04 p , 1503.05 p ,  

  Xpp 36 =     1075.024.1
2

1

7.1

9.03
000 







 
  

Полученные результаты приведем в следующей таблице: 

),[ 1ii xx  (- ,-1)  [-1,0)  [0,1)  [1,2)  [2,3)  [3,  )  

in  13  15  24  25  13  10  

inpn '  13,14  16,67  22,58  21,83  15,03  10,75  

 

Вычисляем статистику 
2( ) í àáëx   : 

045.1100045.101100
75.10

10
..

67.16

15

14.13

13 2226

1

2
2 














n
np

n

i i

i
набл . 

Находим число степеней свободы; по выборке рассчитаны два параметра, значит, r  = 2. 

Количество интервалов 6, т. е. m = 6. Следовательно, k = 6 - 2 - 1 = 3. Зная, что   = 0,01 и k = 

3, по таблице 
2 -распределения находим 

2
,k =11.3. Итак 

2
,

2
kнабл    следовательно, нет 

оснований отвергнуть проверяемую гипотезу. ► 
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Критерий 2  (Пирсона) для сложной гипотезы 

 Пусть 1 2{ , , , }nx x x  выборка из генеральной совокупности F . Проверяется сложная 

гипотеза 0 : ( ) ( )nH F x F x , где   - неизвестный параметр распределения F  (или вектор 

параметров), против альтернативы 1 : ( ) ( )nH F x F x . 

 Пусть выборка по прежнему представлена в виде группированного ряда и in  - число 

элементов выборки попавших в i -ый интервал, {1,2, , }i m . Статистику (1) мы не можем 

в этом случае использовать для построения критерия Пирсона, так как не можем вычислить 

теоретические значения вероятностей ip , которые зависят от неизвестного параметра  . 

Пусть 
*  - оценка параметра  , а 

* *( )ip   - соответствующие ей оценки вероятностей ip . 

Составим статистику 
 

2
*

*
1

( )
m

i i

i i

n np
x

np


 . 

Теорема Пирсона. Если 0H  верна, и l  - число компонент вектора   (число неизвестных 

параметров распределения), то при фиксированном m  и n  

 
2

*

2

*
1

( ) ( 1)
m

i i

i i

n np
x m l

np


      .     (3) 

Таким образом, критерий Пирсона для параметрической гипотезы будет иметь вид: 

2

0

2

1

, ( )
( )

, ( )
n

H x
F x

H x





   
 

  
,   

 
2

*

*
1

( )
m

i i

i i

n np
x

np


 ,  (4) 

где 
2 ( 1)m l   - квантиль распределения 

2  с 1m l   степенями свободы. 

Замечание. Оценки   * , используемые для построения статистики критерия хи-квадрат, 

должны быть определены из условия минимума статистики  ( )x .  

Поэтому желательно уточнить оценки * , найденные другим способом (методом 

максимального правдоподобия или методом моментов) путем минимизации ( )x . 

 

4.2.2 Критерии, основанные на сравнении теоретической и эмпирической функций 

распределения вероятностей 
 

Пусть дана выборка 1 2 .... nx x x   . Обозначим через ( )nF x  эмпирическую 

функцию распределения вероятностей. а через ( )F x  — теоретическую функцию 

распределения (
1 0,5

i

i
x F

n

  
  

 
). 

Расстояние между эмпирической и теоретической функциями распределения 

вероятностей является весьма эффективной статистикой для проверки гипотез о виде 

закона распределения вероятностей случайной величины. 



 41 

Среди известных критериев согласия такого типа отметим серию критериев, 

использующих различные варианты анализа расстояния между ( )nF x  и ( )F x : 

критерий Джини, критерий Крамера-фон Мизеса, критерий Колмогорова-Смирнова, 

критерий Смирнова-Крамера-фон Мизеса и др. 

 

Критерий Колмогорова-Смирнова  

Пусть ( )nF x  – эмпирическая функция распределения случайной величины x , 

представленной выборкой 1 2 .... nx x x   : 

1

1

0, ;

( ) , , 1 1;

1, .

n i i

n

x x

i
F x x x x i n

n

x x







     




 

Для проверки нулевой гипотезы 0 : ( ) ( )nH F x F x , где ( )F x  – полностью 

определенная (с точностью до параметров) теоретическая функция распределения, 

рассматривается расстояние между эмпирической и теоретической функциями 

распределения 

 

sup ( ) ( )n n
x

D F x F x


  ;    sup ( ) ( ) ; inf ( ) ( )n n n n
xx

D F x F x D F x F x 



     . 

Здесь sup , inf  – точные верхняя и нижняя границы соответствующих разностей. 

Для практического применения используются формулы 

1 1

1
max ( ) ; max ( )n i n i

i n i n

i i
D F x D F x

n n

 

   

   
      

   
;  max ,n n nD D D  . 

Критические значения разностей рассчитываются по приближенным формулам 
1

1 2
( ) ln

2 1
nD



 
   

 
; 

1

( ) 1 1
( ) ln

2 1
nD



   
   

 
 

Если ( )n nD D  , то гипотеза согласия 0H  отклоняется на уровне значимости  . 

При 20n   полезна аппроксимация 

 
2

2 ( )1
6 1

9
nnD

n

    , 

распределение которой описывается распределением 
2  с 2v   степенями свободы. 

При 10n   необходимо использовать более точное приближение 
1/ 2 1/ 22

( ) 1 2 4 1 1 1
( )

2 18 6 2 6
n

y y y
D y

n n n n n

 
     

         
   

, 

где lny     для 
( ) ( )nD    и ln( / 2)y     для nD , при 0,01 0,2  и 0,005 . 

Стефенс предложил следующие преобразования статистик 
( )

nD 
, nD  

0,04
0,275n nD D n

n

 
   

 
 — для нижней процентной точки; 

0,11
0,12n nD D n

n

 
   

 
— для верхней процентной точки; 
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( ) 0,11
0,12n nD D n

n

   
   

 
. 

 

Критические значения статистик Стефенса приведены в табл. 4.1. 

Таблица 4.1. Процентные точки статистик  nD  и 
( )

nD
 

 

 

  0,150 0,100 0,050 0,025 0,010 

nD  0,973 1,073 1,224 1,358 1,518 

( )

nD
 

 
1,138 1,224 1,358 1,480 1,628 

 

Критерий Колмогорова-Смирнова применяется при 50n  . 

 

 

Критерий Крамера-фон Мизеса 
 

Статистика критерия имеет вид 
2

2

1

1 2 1
( )

12 2

n

i

i

i
w F x

n n

 
   

 
 , 

где ( )F x  – теоретическая функция распределения. 

Необходимо помнить, что теоретическая функция распределения должна быть известна с 

точностью до параметров. Распространенная ошибка — использование в качестве ( )F x  

функции распределения с параметрами, оцениваемыми по выборке приводит к уменьшению 

величины  критического значения статистики, т.е. к увеличению количества ошибок второго 

рода. 

При объеме выборки 40n   можно использовать приведенные в табл. 2 квантили 

распределения 
2w , которые следуют из его предельного распределения ( – уровень 

значимости, принятый для проверки 0H ). 

Таблица 4.2. Квантили распределения 
2w  

 

  0,900 0,950 0,990 0,995 0,999 

2 ( )w   0,3473 0,4614 0,7435 0,8694 1,1679 

 

При 40n   можно использовать аппроксимацию 

2 2

2

0,4 0,6 1
( ) 1w w

n n n

   
        

   
. 

Критерий Колмогорова 

Критерий Колмогорова для простой гипотезы является наиболее простым критерием 

проверки гипотезы о виде закона распределения Он связывает эмпирическую функцию 

распределения )(* xFn  с функцией распределения )(xF  непрерывной случайной величины 

X. 
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Пусть nxxx ..., 21  - конкретная выборка из распределения с неизвестной непрерывной 

функцией распределения )(xF  и )(* xFn  - эмпирическая функция распределения. 

Выдвигается простая гипотеза 0H : 

)()( 0 xFxF   (альтернативная RxxFxFH  ),()(: 01 ). 

Сущность критерия Колмогорова состоит в том, что вводят в рассмотрение функцию  

)()(max 0
* xFxFD n  , называемой статистикой Колмогорова, представляющей 

собой максимальное отклонение эмпирической функции распределения )(* xFn  от 

гипотетической (т.е. соответствующей теоретической) функции распределения )(0 xF .  

Колмогоров доказал, что при n  закон распределения случайной величины 

nDn   независимо от вида распределения СВ X стремится к закону распределения 

Колмогорова: 

   





k

k
n xkxKxDnP 222exp)1()( , 0x , 

где )(xK  - функция распределения Колмогорова. Найдем порог 0D  из условия 

   0DDP n . Чтобы перейти к распределению Колмогорова запишем  

  10xK . 

Здесь 00 Dnx   - процентная точка распределения Колмогорова. При 1n  

приближенное значение корня уравнения можно найти как 



2
ln

2

1
0 x , 

которые приведены в таблице  

  0.1 0.05 0.02 0.01 0.001 

0x  1.224 1.358 1.52 1.627 1.95 

Тогда 


2
ln

2

1
0

n
D  , если 0DDn  , то гипотезу 0H  нет оснований отвергать; в 

противном случае – ее отвергают.  

 

4.2.3. Принадлежность двух выборок одному и тому же распределению 

Предположим, что имеются две выборки )...,( 21 nxxx  и )...,( 21 nxx  с 

независимыми элементами, каждая из которых принадлежит некоторому распределению. 

Представляет интерес проверить гипотезу о том, что обе эти выборки принадлежат одному и 

тому же распределению. Пусть )(* zFx  и )(* zFy  - эмпирические функции распределения, 

построенные по указанным выборкам. В качестве критерия согласия примем величину  

)()(max ** zFzFD yx
z

 .  

Как доказал Н.В. Смирнов при n   

)(1
11 2

1

zKz
mn

DP 




























 

Если   - уровень значимости, то в первом приближении величина порога  
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

2
ln

2

111
0 

mn
D  

Правило проверки гипотез: выборки принадлежат одному и тому же распределению, 

если 0DD  . 

 

Пример 4.2. Монету бросали 4040 раз (Бюффон). Получили n1 = 2048 выпадений герба и п2 

= 1992 выпадений решки. Проверить, используя а) критерий Колмогорова; б) критерий 

Пирсона, согласуются ли эти данные с гипотезой 0H  о симметричности монеты (  = 0,05). 

Случайная величина X принимает два значения: х1 = -1 (решка) и х2 = 1 (герб). Гипотеза 0H : 

Р{х = -1} = Р{х = 1} = 1/2. 

а) По таблице распределения Колмогорова находим корень уравнения К(х) = 1 -   при   = 

0,05. Следует x0 = 1.358. Тогда 021.0
4040

358.10
0 

n

x
D . 

Для нахождения по выборке Dn строим функции )(0 xF  и )(* xFn  и вычисляем величину 

)()(max 0
* xFxFD n  . 

xi 

решка 

х1 = - 1 

герб 

x2 = 1 

pi 0,5 0,5 

 

















x

x

x

xF

1,1

11,5.0

1,0

)(0  

 

xi 

решка 

х1 = - 1 

герб 

x2 = 1 

ni 1992 2048 

pi ~ 0,493 ~ 0,507 

 

















x

x

x

xFn

1,1

11,493.0

1,0

)(*
 

 

Максимальное отклонение )(0 xF  от )(* xFn  равно 0,007, т.е. Dn  = 0,007. Поскольку Dn < D0, 

то нет оснований отвергать гипотезу 0H ; опытные данные согласуются с гипотезой 0H  о 

симметричности монеты. 

б) Вычисляем статистику 
2 : 

 

776.04040
4040*5.0

2048

4040*5.0

1992 226

1

2
2 














n
np

n

i i

i
набл . 
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По таблице  
2  распределения находим критическую точку 

2
,k = 8.32

1;05.0  . Так как 

2
1,05.0

2  набл  то опытные данные согласуются с гипотезой о симметричности монеты. ► 

 

 

4.3 Критерии нормальности распределения 

 

Нормальный закон распределения вероятностей получил наибольшее распространение в 

практических задачах обработки экспериментальных данных. Большинство прикладных 

методов математической статистики исходит из предположения нормальности 

распределения вероятностей изучаемых случайных величин. 

Широкое распространение этого распределения вызвало необходимость разработки 

специальных критериев согласия эмпирических распределений с нормальным законом. 

Рассмотрим два критерия. 

 

4.3.1 Модифицированный критерий 
2  

Пусть дана выборка 1 2, ,..., nx x x  данных из распределения ( )F x . После оценки 

параметров 
2

1 1

1 1
, ( )

n n

i i

i i

x x s x x
n n 

     распределения совокупность выборочных 

данных разбивается на m  равновероятных интервалов (
1

ip const
m

  ) и статистика 

критерия подсчитывается по формуле 

2 2

1

m

i

i

m
n n

n 

   , 

где n  – объем выборки; in  – количество членов выборки, попавшие в i -й интервал. 

 Границы интервалов определяются как 

( 0,1,..., )i ia x c s i m   . 

Значения коэффициентов ic  приведены в табл. 4.3. Следует отметить, 0c    и mc   . 

Так как ic  симметричны относительно нуля, то недостающие значения ic  можно найти из 

соотношений 

1 1
( 1) ( 1)

2 2

1
, ( 1,..., )

2m i m i

m
c c i

   


    – для нечетных m ; 

 

1 1

2 2

2
, ( 1,..., )

2m i m i

m
c c i

 


    – для четных m . 

 

Таблица 4.3. Значения коэффициентов ic  модифицированного  

2 -критерия нормальности для [3;15]m  

 

m  
1c  2c  3c  4c  5c  6c  7c  

3 -0,4307       

4 -0,6745 0      

5 -0,8416 -0,2533      



 46 

6 -0,9074 -0,4307 0     

7 -1,0676 -0,5659 -0,1800     

8 -1,1503 -0,6745 -0,3180 0    

9 -1, 2206 -0,7647 -0,4307 -0,1397    

10 -1,2816 -0,8416 -0,5244 -0,2533 0   

11 -1,3352 -0,9085 -0,6040 -0,3488 -0,1142   

12 -1,3830 -0,9674 -0,6745 -0,4307 -0,2194 0  

13 -1,4201 -1,0201 -0,7303 -0,5024 -0,2934 -0,0966  

14 -1,4652 -1,0676 -0,7916  -0,5660 -0,3661 -0,1800 0 

15    -1,5011 -1,1108 -0,8416 -0,6229 -0,4307 -0,2533 -0,0837 

 

 

Если 
2 ( )md   , где ( )md   – критическое значение статистики критерия на уровне 

значимости  , то гипотеза нормальности отклоняется. Критические значения ( )md   

приведены в табл. 4.4 

 

Таблица 4.4.  Критические значения ( )md   модифицированного 
2 - критерия 

нормальности 

 

 

m  

 

 

   

m  

 

 

  

0,10 0,05 0,01 0,10 0,05 0,01 

3 2,371 3,248 5,418 10 12, 384 14,438 18,852 

4 3,928 5,107 7,917 11 13,694 1 5,843 20,431 

5 5,442 6,844 10,075 12 14,988 17,226 21,977 

6 6,905 8,479 12,021 13 16,267 19,589 23,495 

7 8,322 10,038 13,837 14 17,535 19,937 24,990 

8 9,703 11,543 15,567 15 18,792 21,270 26,464 

9 11,055 13,007 17,234     

 

 

4.3.2 Критерий типа Колмогорова – Смирнова 

 

Рассмотрим применение критерия Колмогорова-Смирнова (см. раздел 4.2.2) для 

проверки нормальности распределения в ситуации, когда оба его параметра 

оцениваются по выборке. Алгоритм проверки нулевой гипотезы 0H   для этого случая 

сохраняется. При этом используется модифицированная статистика 

0,85
0,01í

n nD D n
n

 
   

 
. 

Критические значения ( )í

nD   (  – уровень значимости) приведены в табл. 4.5  

Таблица 4.5. Критические значения статистики Колмогорова – Смирнова, 

модифицированной для проверки нормальности распределения 
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  0,15 0,10 0,05 0,03 0,01 

( )í

nD   0,775 0,819 0,895 0,955 1,035 

 

Применим критерий согласия 
2w  (см. раздел 4.2.2) для задачи проверки гипотезы 

нормальности распределения вероятностей случайных величин. Алгоритм вычисления 

статистики критерия в этом случае не меняется — меняются только критические 

значения статистики проверки гипотезы. Для различных ситуаций. когда параметры 

гипотетического распределения оцениваются непосредственно по самой выборке, 

критические значения статистики 
2w приведены в табл. 4.6. 

Таблица 4.6. Критические значения статистики 
2w  для проверки нормальности 

распределения (1  – уровень значимости)  

 

 

Исходные условия 

 

 

  

0,90 0,95 0,99 0,995 0,999 

Параметры (  и  ) известны 

заранее 

0,3473 0,4614 0,7435 0,8694 1,1679 

Параметр   известен, а 

параметр оценивается по 

выборке 

1

1 n

i

i

x x
n 

   

0,1344 0,1653 0,2380 0,2698 0,3443 

Параметр известен, а параметр 

  оценивается по выборке 

 
2

1

1 n

i

i

s x x
n 

   

0,2370 0,4418 0,7245 0,8506 1,1490 

Параметры (  и  ) 

оцениваются по выборке 

0,1035 0,1260 0,1788 0,2018 0,2559 

 

 

4.4 Критерий проверки экспоненциальности распределения 

 

4.4.1 Критерии типа Колмогорова –Смирнова 
 

Предположим, имеет место гипотетически закон распределения вероятностей 

( )
( ) 1 exp

x
F x

v

 
   

 
, где   и v  – неизвестные параметры, оценки которых по 

выборке могут быть найдены по формулам (отметим, что выборка упорядочена, т.е. 

1 2 .... nx x x   ) 

1
1

( )
;

1

n x x v
v x

n n


   


. 
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 Обозначим i
i

x
z

v


  и перейдем к нормированному экспоненциальному 

распределению ( ) 1 exp( )i iF z z   , для которого можно применить следующие критерии 

согласия 

 Критерий Колмогорова-Смирнова  

 
1 1

max ( ) ; max ( ) ; max ,n i n i i n n n

i
D F z D F z D D D

n n

      
      

   
; 

 Критерий Смирнова-Крамера-фон Мизеса 

2

2

1

2 1 1
( )

2 12

n

i

i

i
w F z

n n

 
   

 
 . 

Для случая проверки экспоненциальности распределения с неизвестными параметрами 

критические значения для различных уровней значимости приведены в табл. 4.7. 

Таблица 4.7. Критические значения статистик 

критериев согласия типа Колмогорова-Смирнова 

 
 

 

 
n  

 

 

 

Уровень значимости   

(верхние процентные точки) 

0,25 0,15 0,10 0,05 0,025 0,01 

Статистика nnD  

5 

10 

15 

20 

25 

50 1

00 

  
 

0,683 

0,753 

0,771 

0,786 

0,792 

0,813 

0,824 

0,840 

0,749 

0,833 

0,865 

0,872 

0,878 

0,879 

0,911 

0,927 

0,793 

0,889 

0,912 

0,927 

0,936 

0,960 

0,972 

0,995 

0,865 

0,977 

1,002 

1,021 

1,033 

1,061 

1,072 

1,094 

0,921 

1,048 

1,079 

1,099 

1,115 

1,149 

1,171 

1,184 

0,992 

1,119 

1,163 

1,198 

1,215 

1,257 

1,278 

1,298 

 Статистика 
2w  

5 

10 

15 

20 

25 

50 1

00 

  
 

0,083 

0,097 

0,103 

0,106 

0,107 

0,111 

0,113 

0,116 

0,102 

0,122 

0,130 

0,133 

0,135 

0,141 

0,144 

0,148 

0,117 

0,142 

0,151 

0,157 

0,160 

0,166 

0,170 

0,175 

0,141 

0,176 

0,188 

0,195 

0,199 

0,209 

0,215 

0,222 

0,166 

0,211 

0,229 

0,237 

0,247 

0,256 

0,263 

0,271 

0,197 

0,259 

0,281 

0,293 

0,301 

0,319 

0,328 

0,338 

 

 

4.4.2 Критерий Фишера 

Критерий Фишера имеет вид 1

1( 1)

n

i

i

x

F
n x





.  
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Эта статистика имеет F -распределение с 1 2 2v n   и 2 2v   степенями свободы. Если 

1

1

(2 2,2)
( 1)

n

i

i

x

F n
n x


 




, то нулевая гипотеза отклоняется. Здесь 1 2( , )F v v  –  - 

критическое значение F -статистики с 1v  и 2v  степенями свободы.  

Критические значения F -статистики при уровне значимости 0,05   приведены в 

таблице (см. табл. 4.7 статистические таблицы). 

 

 

4.5 Критерии согласия для равномерного распределения 

  
Приведем модифицированные формы критериев Колмогорова-Смирнова  для задачи 

проверки равномерности распределения порядковой статистики 1 2 ... nU U U   . 

max ; max
1 1

i i
i i

i i
D U D U

n n

    
      

    
;  max ,D D D  . 

Распределения указанных статистик быстро сходятся к предельному, если использовать их 

модификации: 

0,4 0,68
0,2D D n

n n

    
       
   

; 
0,4 0,68

0,2D D n
n n

    
       
   

; 

0,4 0,68
0,2D D n

n n

  
       
   

. 

Критические значения для модифицированных статистик приведены в табл. 4.8. 

 

Таблица 4.8. Критические значения , ,D D D
 

 

критериев равномерности 

 

n  Уровень значимости   

0,01 0,025 0,05 0,1 0,15 

D


 
1,518 1,358 1,224 1,073 0,973 

D


 
1,518 1,358 1,224 1,073 0,973 

D  1,628 1,480 1,358 1,224 1,138 

 

 

4.6 Критерий симметрии 

 

Если отсутствуют предпосылки для проверки согласия эмпирического распределения с 

каким-либо теоретическим, то выявление даже самых общих свойств эмпирического 

распределения дает некоторую информацию для выбора приемов и методов обработки 

экспериментального материала. 

Одним из таких практически важных свойств распределения является его симметричность 

относительно центра группирования значений случайной величины. 

 Рассмотрим один из критериев проверки на симметричность – критерий Кенуя. 

Для этого нам потребуется ввести понятие порядковой статистики. 
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Как только любому члену  наблюдаемого выборочного ряда ставится в соответствие 

его номер в упорядоченном по возрастанию ряду выборочных значений — этот член 

выборки становится порядковой статистикой. Для полного координирования порядковой 

статистики необходимо указать объем выборки и номер статистики. Для того, чтобы 

отличить просто член выборки ix  от порядковой статистики, будем применять для ее 

обозначения символ ( , )i nx  – т.е. i -я порядковая статистика в выборке объема n . Или ( )ix , 

если по умолчанию предполагается известным объем выборки. 

 

 Статистика критерия строится следующим образом. Выборочные значения 

упорядочиваются по возрастанию: 1 2 ... nx x x   , определяются порядковые статистики с 

номерами 
15

, ,
16 16 2

n n n
, т.е. 

15

16 16 2

, ,
n n n

x x x
     
     
     

. По ним вычисляется мера асимметрии 

15

16 2 16

2
n n n

A x x x
     
     
     

    и статистика критерия 

3

n
A A

s
 , 

где 
15

2 2

1

3
n n

s x x
   
   
   

 
  

 
 

, или 

15

16 2 16

15

2 2

2
n n n

n n

x x x

A n
x x

     
     
     

   
   
   

 




. 

При 50n   распределение статистики может быть аппроксимировано стандартным 

нормальным распределением. Тогда гипотеза симметрии отклоняется с достоверностью  , 

если 1

2

A u  , где u  –  -квантиль стандартного нормального распределения. 

Пример 4.1. В выборке объёма 64n   имеются порядковые статистики 

     154 32 60

16 2 16

17; 44; 127
n n n

x x x x x x
     
     
     

      . Проверить гипотезу 

симметричности распределения случайной величины критерием Кенуя при доверительной 

вероятности 0,95  . 

Решение. Находим 
     

   

60 32 4

60 4

2
64 4,07

x x x
A

x x

 
 


. 

Для 0,95   из таблицы квантилей нормального распределения (см. статистические 

таблицы) 
0,975 1,96u  . Так как 4,07 1,96A   , то гипотеза симметрии отклоняется.► 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Задачи статистической проверки гипотез. Понятие гипотез. 

2. Уровень значимости, уровень достоверности. 

3. Критерии, основанные на сравнении теоретической плотности распределения и 

эмпирической гистограммы. Критерий 
2  (Пирсона) для простой гипотезы.  

4. Критерий 2  (Пирсона) для сложной гипотезы. 

5. Критерии, основанные на сравнении теоретической и эмпирической функций 

распределения вероятностей. Критерий Колмогорова-Смирнова. 

6. Критерий Крамера-фон Мизеса. 

7. Критерий согласия принадлежности двух выборок одному и тому же распределению. 
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8. Критерии нормальности распределения. Модифицированный критерий 
2 .  

9. Критерий типа Колмогорова – Смирнова проверки нормальности распределения. 

10. Критерий проверки экспоненциальности распределения. Критерии типа Колмогорова –

Смирнова.  

11. Критерий Фишера проверки экспоненциальности распределения. 

12. Критерии согласия для равномерного распределения. Критерии типа Колмогорова-

Смирнова 

13. Критерий симметрии. 
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Тема 5. Проверка гипотез о значениях параметров распределений 

5.1 Общие сведения 
Одна из часто встречающихся на практике задач, связанных с применением 

статистических методов, состоит в решении вопроса о том, должно ли на основании данной 

выборки быть принято или, напротив, отвергнуто некоторое предположение (гипотеза) 

относительно генеральной совокупности (случайной величины). 

Например, новое лекарство испытано на определенном числе людей. Можно ли 

сделать по данным результатам лечения обоснованный вывод о том, что новое лекарство 

более эффективно, чем применявшиеся ранее методы лечения? Аналогичный вопрос логично 

задать, говоря о новом правиле поступления в вуз, о новом методе обучения, о пользе 

быстрой ходьбы, о преимуществах новой модели автомобиля или технологического процесса 

и т. д. 

Процедура сопоставления высказанного предположения (гипотезы) с выборочными 

данными называется проверкой гипотез, 

Задачи статистической проверки гипотез ставятся в следующем виде: относительно 

некоторой генеральной совокупности высказывается та или иная гипотеза Н. Из этой 

генеральной совокупности извлекается выборка. Требуется указать правило, при помощи 

которого можно было бы по выборке решить вопрос о том, следует ли отклонить гипотезу Н 

или принять ее. 

Следует отметить, что статистическими методами гипотезу можно только 

опровергнуть или не опровергнуть, но не доказать. Например, для проверки утверждения 

(гипотеза Н) автора, что «в рукописи нет ошибок», рецензент прочел (изучил) несколько 

страниц рукописи. 

Если он обнаружил хотя бы одну ошибку, то гипотеза Н отвергается, в противном 

случае - не отвергается, говорят, что «результат проверки с гипотезой согласуется». 

Выдвинутая гипотеза может быть правильной или неправильной, поэтому возникает 

необходимость ее проверки. 

Приняв одну из гипотез, мы тем самым делаем определенные выводы о явлении, но 

при этом существует некоторая вероятность, что гипотеза принята (или отвергнута) 

неправильно. Желательно поэтому выбирать гипотезу некоторым лучшим образом. Ясно, что 

в зависимости от того, что понимается под лучшим выбором, задача может быть решена по 

разному. Решение задач испытания гипотез предполагает формулировку критерия, 

отвечающего на вопрос, что значит лучший выбор гипотезы и нахождение решающего 

правила, пользуясь которым, мы, получив выборку, относим ее к определенному классу и 

тем самым выбираем определенную гипотезу. Наконец, важно определить, насколько 

надежные результаты получаются при данных критерии и решающем правиле. Задача 

испытания статистических гипотез допускает математическую формулировку во всей своей 

общности, однако мы ограничимся некоторыми задачами испытания гипотезы о виде закона 

распределения выборки данных. 

5.2. Проверка  простой гипотезы против простой альтернативы 

 

Переходим к простейшей задаче излагаемой в этой главе теории - - проверке простых 

гипотез. Ситуация в этом случае такова. Имеется некоторое число наблюденных значений 

nxx ,...,1  (выборка размера п) и известно, что эти значения принадлежат одному из двух 

распределений: 

 01 |,... SxxW nn   или  11 |,... SxxW nn , связанных с взаимоисключающими 

состояниями S0 и S1 изучаемого явления. Задача состоит в том, чтобы указать наилучший (в 
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каком-нибудь смысле) алгоритм обработки наблюдаемых данных с целью решить, какому из 

указанных распределений принадлежит полученная выборка. 

Обозначим через H0 и Н1 - гипотезы о том, что выборочные значения принадлежат 

распределениям  01 |,... SxxW nn  и  11 |,... SxxW nn  соответственно, а через 0  и 1  

решения, состоящие в принятии или отклонении гипотезы H0. Гипотеза H1 является простой 

альтернативой H0, и поэтому может рассматриваться только одна гипотеза H0. Ясно, что 

отклонение гипотезы H0 означает принятие гипотезы H1. Задача состоит в установлении до 

наблюдений правила, согласно которому каждой выборке nxx ,...,1  приписывалось бы одно 

из решений 0  или 1 , иначе говоря, в установлении правила, по которому можно было бы 

принять или отвергнуть гипотезу H0 на основании данных, накопленных в процессе 

наблюдения изучаемого явления. Установление указанного правила эквивалентно 

разделению n-мерного пространства выборок ),...,( 1 nxx  на две непересекающиеся области 

G0 и G1. Если данная конкретная выборка попадает в область G0, то гипотеза H0 

принимается, а если она попадает в область G1 то она отвергается (т. е. принимается гипотеза 

H1. Таким образом, 

001 ),...,( Gxx n  

111 ),...,( Gxx n  

где символ включения  означает принадлежность точки данной  области   пространства. 

Область G0 принятия гипотезы называют допустимой, а область G1 отклонения 

гипотезы – критической. Уравнение поверхности constxxD n ),...,( 1  в n-мерном 

пространстве, разделяющей указанные области, является аналитическим выражением 

правила выбора решений. 

При использовании любого заранее установленного правила выбора решений наряду 

с правильными решениями неизбежны (в силу случайной природы выборки) и ошибочные. 

Возможны ошибки двух родов. Ошибка первого рода возникает, когда выборка попадает в 

критическую область G1, когда изучаемое явление находится в состоянии s0. Тем самым 

будет отвергнута гипотеза H0, хотя в действительности она верна. Ошибка второго рода 

возникает, когда выборка попадает в допустимую область G0, хотя изучаемое явление 

находится в состоянии s1. В результате будет принята ложная гипотеза. Аналогично могут 

рассматриваться и два вида правильных решений; принятие верной гипотезы (выборка 

попадает в область G0, когда имеет место состояние s0) и отклонение ложной гипотезы 

(выборка попадает в область G1, когда имеет место состояние s1). 

Нетрудно написать выражения для условных вероятностей ошибок для заданного 

состояния изучаемого явления. Условная вероятность   ошибки первого рода равна 

   

  nnn
G

n

dxdxsxxW

sGxxPHP

...|...

|)...(|

101

01101

...
1



 

 

Условная вероятность правильного решения, состоящего в принятии верной гипотезы 

0H  дополняет указанную вероятность до единицы, т.е.  

   

 

  













1...|...1

...|...

|)...(|

101

101

00100

...

...

1

0

nnn
G

nnn
G

n

dxdxsxxW

dxdxsxxW

sGxxPHP

 

Условная вероятность   ошибки второго рода равна 
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   

  nnn
G

n

dxdxsxxW

sGxxPHP

...|...

|)...(|

111

00110

...
0



 

 

Условная вероятность правильного решения, состоящего в отклонении ложной 

гипотезы, дополняет   до единицы, так как 

   

 

  













1...|...1

...|...

|)...(|

111

111

11111

...

...

0

1

nnn
G

nnn
G

n

dxdxsxxW

dxdxsxxW

sGxxPHP

 

Вероятность   ошибки первого рода (т.е. вероятность отвергнуть правильную 

гипотезу 0H ) называют иногда уровнем значимости, а вероятность 1  отвергнуть 

ложную гипотезу – мощностью правила выбора решений. 

Если известно, что априорные вероятности состояний 0s  и 1s  равны q  и qp 1  

соответственно, то, используя формулы, описанные выше, можно найти априорные 

вероятности принятия решений 0  и 1 : 

       pqHpPHqPP  )1(|| 10000  

       qpHqPHpPP  )1(|| 01111  

которые определяют частоты появления отдельных решений в длинной последовательности 

принятия решений. В данных формулах первые слагаемые равны априорным вероятностям 

правильных решений, а вторые – априорным вероятностям ошибок.  

Рассматриваемые случаи наглядно иллюстрирует следующая таблица. 

Гипотеза 0H  Отвергается  Принимается  

верна 

неверна 

Ошибка первого рода 

Правильное решение 

Правильное решение 

Ошибка второго рода 

 

Чем больше мощность критерия, тем вероятность ошибки второго рода меньше, что, 

конечно, желательно (как и уменьшение  ). 

Последствия ошибок первого, второго рода могут быть совершенно различными: в одних 

условиях надо минимизировать   в другом -  . Так, применительно в к радиолокации 

говорят, что   - вероятность пропуска сигнала,   - вероятность ложной тревоги; 

применительно к производству, к торговле можно сказать, что   - риск поставщика (т.е. 

забраковка по выборке всей партии изделий, удовлетворяющих стандарту),   - риск 

потребителя (т.е. прием по выборке всей партии изделий, не удовлетворяющий стандарту); 

применительно к судебной системе, ошибка перового рода приводит к оправданию 

виновного, ошибка второго рода к осуждению невиновного.  

Отметим, что одновременное уменьшение ошибок первого и второго рода возможно лишь 

при увеличении объема выборок. Поэтому обычно при заданном уровне значимости   

отыскивается критерий с наибольшей мощностью.  

Методика проверки гипотез сводится к следующему: 

1. Располагая выборкой nXXX ..., 21 , формируют нулевую гипотезу 0H  и 

альтернативную 1H . 

2. В каждом конкретном случае подбирают  nn XXXTT ..., 21 . 

3. По статистике критерия nT  и уровню значимости   определяют области 0G  и 1G . 

Для ее отыскания достаточно найти критическую точку крt , т.е. границу (или 
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квантиль), отделяющую область 0G  и 1G . Границы областей определяются 

соответственно, из соотношений    крn tTP , для правосторонней критической 

области G . (Рисунок) Рисунок. Для каждого критерия имеются соответствующие 

таблицы, по которым и находят критическую точку, удовлетворяющую приведенным 

выше соотношениям. 

4. Для полученной реализации выборки )...,( 21 nxxxx   подсчитывают значение 

критерия, т.е.   txxxTT nнабл  ..., 21 . 

5. Если 1Gt  (например, крtt    для правосторонней области G ), то нулевую гипотезу 

0H  отвергают; если же )(0 крttGt  , то нет оснований, чтобы отвергнуть гипотезу 

0H . 

5.3. Статистическая гипотеза. Статистический критерий 

Под статистической гипотезой (или просто гипотезой) понимают всякое 

высказывание (предположение) о генеральной совокупности, проверяемое по выборке. 

На практике часто встречаются задачи сравнения двух выборочных совокупностей. 

Например, нас может интересовать сравнение двух методов обработки, т.е. двух раз-

личающихся действий, направленных к одной цели: двух методик обучения, двух 

технологий управления, двух способов получения информации и т.д. Для формирования 

статистической гипотезы необходимо черты, присущие конкретной проблеме, выразить в 

терминах, относящихся к распределению вероятностей. Этот процесс является творческим, и 

его невозможно формализовать. При этом следует помнить, что для ряда типовых случаев 

математическая теория разработана очень подробно, и стараться по возможности свести дело 

к одной из типовых статистических задач. 

Статистические гипотезы служат инструментом проверки выдвигаемых теоретических 

предположений. Предположения могут быть сделаны относительно параметров 

статистического распределения вероятностей (например, в случае нормального закона — 

относительно математического ожидания m  или дисперсии 
2 ). Тогда гипотезу называют 

параметрической. Предположения могут быть сделаны относительно самого распределения 

случайной величины (подчинение закону Бернулли, Пуассона, нормальному и т.д.) в этом 

случае проверяемую гипотезу называют непараметрической. 

Процедура обоснованного сопоставления высказанного предположения с имеющимися в 

нашем распоряжении выборочными данными 1 2, ,..., nx x x  , сопровождающаяся 

количественной оценкой степени достоверности полученного вывода, осуществляется с 

помощью статистического критерия и называется статистической проверкой гипотез. 

При проверке гипотез используется понятие нулевой (прямой) и альтернативной 

(обратной) гипотез. Прямая гипотеза обозначается как 0H  и формулируется в 

предположении отсутствия различий между выборочной и генеральной совокупностями. 

Исследовав выборку, мы принимаем решение: согласуется она с этой гипотезой или нет. 

Альтернативная гипотеза 1H , является конкурирующей по отношению к нулевой и 

принимается после того, как отвергается нулевая. Рассмотрим гипотезу относительно 

математического ожидания нормально распределенной случайной величины. 

Нулевая гипотеза: 

0 0:H m m . 

Альтернативная гипотеза: 

1 0:H m m  

или, что то же самое, 

0 0( ) ( )m m m m   . 
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Простая гипотеза содержит только одно предположение относительно оцениваемого 

параметра, например 0 : 4H a  . Сложная гипотеза состоит из конечного или бесконечного 

числа простых гипотез. Например, 0 : 4H a   означает, что гипотеза состоит из бесконечного 

набора вида: 

0 : iH a a , 

где {4,5; 5,8; ....; }ia   . 

Доказать справедливость простой гипотезы значительно легче, поэтому при 

формулировании исходного предположения стараются в качестве нулевой использовать 

простую гипотезу. При этом может быть применим принцип доказательства «от 

противного». 

 

Пример 5.1 

Пусть мы хотим доказать, что студенты пятого курса в среднем выше ростом, чем 

студенты первого. 

Решение. В качестве нулевой гипотезы выдвинем предположение о равенстве их 

среднего роста: 

5 10 :H L L  

где 5L   — средний рост студентов 5-го курса; 

1L   —- средний рост студентов 1-го курса. 

В качестве альтернативы могла бы быть сформулирована гипотеза, утверждающая 

существенные отличия их роста: 

5 11 :H L L . 

Если в результате статистической проверки гипотеза 0H  будет отвергнута, то тем 

самым будет доказана возможность принятия гипотезы 1H  Если следовать здравому 

смыслу, то рост студентов в конце обучения уменьшиться не может, следовательно, он 

действительно стал больше. Таким образом, альтернативную гипотезу в данном примере 

можно сформулировать как одностороннюю: 

 

5 11 :H L L ► 

Суждение об истинности или логичности статистической гипотезы строится на основе 

критериальной (тестовой) проверки. Статистические критерии отражают результаты 

сравнений значений, определенных по выборочным данным, с критическими, 

установленными теоретическим путем. Если наблюдаемое значение не превышает 

критического, то теоретически отсутствуют основания, чтобы отвергнуть нулевую 

гипотезу 0H . В противном случае принимается справедливость альтернативной гипотезы 

1H . 

Критериальная проверка гипотез допускает определенную вероятность ошибки в 

выводах. При этом различают вероятность ошибки первого рода ( q ) — отвергнуть 

нулевую гипотезу, когда она справедлива, и второго рода — принять нулевую гипотезу, 

когда она ложна ( ). 

Для примера воспользуемся ситуацией, описанной И. Ильфом и Е. Петровым в 

знаменитом романе «Золотой теленок». О. Бендер из разговора с Шурой Балагановым узнает, 

что в г. Черноморске живет богатый человек по фамилии Корейко. Все дальнейшие события 

романа связаны с выдвижением гипотезы 0H  о том, что гражданин Корейко = подпольный 
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миллионер. Рискованные операции, на которые пускался Бендер, основывались на его 

уверенности, что у Корейко есть миллион, с вероятностью 1P q  . Конечно, можно было 

бы не поверить Шуре Балаганову и предположить (т.е. выдвинуть гипотезу), что 

0H : Корейко = честный бухгалтер, тогда вероятность получения миллиона составила бы 

1P   . Но Бендеру очень хотелось иметь миллион, и возможность пропустить этот шанс 

для него значительно важнее, чем, возможно, напрасные хлопоты по изъятию этого 

миллиона. И вообще следование пессимистическим прогнозам не в характере великого 

комбинатора. 

Область с малой вероятностью q  попадания критериальных значений (рис. 5.1) 

характеризуется как критическая (пороговая), а область 1 q  — допустимая. Гипотеза 0H  

принимается только при попадании критерия в область допустимых значений. 

 

 

Рис. 5.1 График плотности распределения критической статистики  . 

 

Для нулевой гипотезы 1 20 :H    о равенстве статистических параметров 

распределения вероятностей альтернативная гипотеза, утверждающая неравенство 

параметров, распадается на две: 

1 21 :H    и 11 2:H   . 

В этом случае для проверки 0H  применяют двусторонний критерий со 

значениями 1 / 2qK   и / 2qK . Если одно из неравенств практически невозможно (например, 

заведомо известно, что 1 2( ) 0P      то используют односторонний критерий 
1

qK . 

Наиболее распространенными в практике значениями q  являются: 0,01, 0,05; 0,1, что 

указывает на вероятность получения достоверного вывода ( 1 q ), равную 0,99; 0,95; 0,9.  

 

5.4 Последовательные методы проверки гипотез о значениях 

параметров распределений 

 

Большинство методов проверки статистических гипотез используют фиксированный 

объем выборки. Вальд  предложил теорию последовательной проверки гипотез 

(последовательный анализ), существенным отличием которой является то, что число 

наблюдений, необходимое для принятия решения по гипотезе, зависит от исходов испытаний 

и является случайной, не фиксированной заранее величиной. 

Метод последовательной проверки гипотезы предполагает на каждой стадии наблюдений 

(эксперимента) принятие одного из возможных решений: принять гипотезу, отклонить ее 

или продолжить наблюдения. Обычно при последовательном анализе нулевая гипотеза 
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относительно значения параметра   формулируется в форме предположения об одном из 

двух его возможных значений 0  или 1 : 

0 0 1 1: ; :H H      .  

Задача последовательного анализа в ходе эксперимента выбрать одну из гипотез. Вальд 

показал, что для проверки гипотез методами последовательного анализа требуется в среднем 

в два раза меньше наблюдений, чем при проверке классическими методами, основанными на 

заранее фиксированном числе наблюдений. Впоследствии было показано, что при 

определенных условиях выигрыш от применения последовательной процедуры по 

сравнению с классической теоретически неограничен. 

Перед планированием процедуры последовательного анализа назначают приемлемые 

величины вероятностей допустимых ошибок:   – вероятность принятия 

гипотезы 1H , когда верна гипотеза 0H  (ошибка первого рода) и   – вероятность 

принятия гипотезы 0H , когда верна гипотеза 1H   (ошибка второго рода). 

Наибольший выигрыш последовательный анализ дает при    или    т. е. когда 

  и   являются величинами разного порядка малости. 

Так как число наблюдений n  в последовательном анализе является величиной случайной, 

то необходимо знать либо его функцию распределения вероятностей, либо параметры этого 

распределения (например, среднее количество необходимых наблюдений). Среднее значение 

зависит только от истинного значения параметра, относительно которого проверяется 

гипотеза. 

Функция ( )n  , определяющая зависимость n  от  , называется функцией среднего числа 

наблюдений. 

На практике обычно находят средние значения числа наблюдений 0( )n   и 1( )n  ,  

соответствующие гипотетическим значениям параметра 0  и 1 , между которыми 

осуществляется выбор, и максимальное среднее значение числа наблюдений maxn , 

необходимое для окончания последовательной процедуры проверки гипотезы. 

Если знания только среднего числа наблюдений недостаточно и требуется определить 

либо вероятность того, что для завершения последовательной процедуры понадобится не 

более некоторого, наперед заданного, числа наблюдений, либо число наблюдений, 

соответствующее заданной вероятности завершения последовательной процедуры, 

используются таблицы распределения Вальда с функцией 

3/ 2

0

1
( ) ( ) exp 2

2 2

a

c

c c
P x a W a x x dx

x

   
       

   
  

где 
n

x
n

  — отношение числа наблюдений к его среднему значению; c  – параметр 

распределения, определяемый видом распределения исследуемой случайной величины и 

гипотетическим значением параметра   ( 0  или 1 ). 

Вероятность   завершения процедуры последовательного анализа и число испытаний 

( )n   при некотором значении   ( 0  или 1 ) связаны соотношением   

( )

( )
c

n
W

n


 
   

 
, 

из которого можно определить либо  , соответствующее заданному ( )n  , либо ( )n  , 

соответствующее заданному значению  . 
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Значения 
c

n
W x

n

 
 

 
 приведены в табл. 10 (см. статистические таблицы в приложении)  

 

5.5 Проверка гипотезы о параметрах нормального распределения 
 

5.5.1 Проверка гипотезы о значении среднего 

Проверяется нулевая гипотеза 0 0:H     против альтернативы 0 1 0 1: ( )H       . 

Полагается, что дисперсии 
2

1  и 
2

2  известны заранее, причем 
2 2 2

1 2     .  

Введем обозначения 

 
2

1 0

1 0

ln
1 2

A n
   

 
  

; 

2

1 0

1 0

1
ln

2
B n

   
 
  

. 

Если: 

1

n

i

i

x A


 , то принимается гипотеза 0H ; 

1

n

i

i

x B


 , то принимается гипотеза 1H ; 

1

A<
n

i

i

x B


 , то наблюдения продолжаются. 

 Средние объемы выборок, необходимые для завершения процедуры 

последовательного анализа, равны 

2

0 2

1 0

1
(1 )ln ln

1
( ) 2

( )
n

 
  

 
  

 
; 

2

1 2

1 0

1
(1 )ln ln

1( ) 2
( )

n

 
 

   
 

; 

2
max

2

1 0

1
ln ln

1

( )
n

 


   
 

. 

Здесь maxn  – максимальное среднее значение числа наблюдений, необходимое для 

окончания последовательной процедуры проверки гипотезы. 

  

Параметр c  распределения Вальда находится по формуле 

0 1

1 0

2
c K

  
 


 

, где 

0

1

1
ln , , ;

1
ln , , .

åñëè

K

åñëè


     

 
     

 

. 
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Пример 5.2. Предположим, что параметр прибора распределен нормально со стандартным 

отклонением 200  . Необходимо проверить при 0,1   и 0,01  гипотезу о том, что 

параметр прибора равен 0 1800    , против альтернативы 1 2000    .  

Найти контрольные границы и средние объемы выборок для последовательной проверки 

гипотезы. Определить объем выборки 
0,95n , для которого с вероятностью не менее 0,95 

процедура последовательного анализа закончится принятием решения по гипотезе. 

Решение. Находим  
2200 0,01 2000 1800

ln 899,96 1900
2000 1800 0,9 2

A n n


     


; 

2200 0,99 2000 1800
ln 458,5 1900

2000 1800 0,1 2
B n n


    


. 

Далее вычисляем средние объемы выборок 

2

2

0,9 0,1
0,9 ln 0,1 ln

0,01 0,99
(1800) 2 200 8

(2000 1800)
n

  

  


; 

2

2

0,01 0,99
0,01 ln 0,99 ln

0,9 0,1
(2000) 2 200 5

(2000 1800)
n

  

  


; 

2
max

2

0,01 0,99
ln ln

0,9 0,1
200 10

(2000 1800)
n



  


. 

Так как   , то 
0,99

ln 2,2925
0,1

K   . Вычисляем параметр  c  для гипотезы 1H  : 

2000 1800
2000

2
2,2925 1,147

2000 1800
c




  


. 

Из таблицы ( )cW x  (см. табл. 10 в приложении) находим для 1,1462c   значение 
0,95n

x
n

 , 

соответствующее условию ( ) 0,95cW x  . Путем интерполяции получим 2,845x  . Тогда 

для гипотезы 1H  получим: 
0,95 2,845 (2000) 2,845 5 15n n     . Таким образом, с 

вероятностью 0,95 для принятия решения по гипотезе потребуется не более 15 испытаний. 

Итак, принимаем гипотезу 0H , если 
1

899,96 1900
n

i

i

x n


    , и принимаем гипотезу 1H , 

если 
1

458,5 1900
n

i

i

x n


   . В любом ином случае испытания необходимо продолжить. 

При 0H  в среднем понадобится 8 испытаний, а при 1H  – 5 испытаний. Максимальное 

среднее число испытаний не превысит 10.► 

 

5.5.2 Проверка гипотезы о значении дисперсии 

Проверяется гипотеза 
2 2

0 0:H     против альтернативы 
2 2

1 1 1 2: ( )H        при 

известном среднем  . 
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Гипотеза 0H  принимается, если 
2

1

n

i

i

x A


 ; если 
2

1

n

i

i

x B


 , принимается гипотеза 1H . 

Если 
2

1

n

i

i

A x B


  , то испытания продолжаются.  

Здесь 

2 2

0 1 1

2 2

1 0 0

2
ln

1

n

A
     
   

      

; 

2 2

0 1 1

2 2

1 0 0

2 1
ln

n

B
     
   

      

. 

Средние объемы выборок, необходимые для завершения последовательной проверки, равны 

2

0 2

0 1

1 0

1
(1 ) ln ln

1
( ) 2

2 ln 1

n

 
    

 
 

  
   

  

; 
2

1 2

1 1

0 0

1
ln (1 ) ln

1( ) 2

1 2 ln

n

 
    

   
  

   
  

; 

max 2
2

1

0

1
ln ln

1

ln

n

 


   
  
     

. 

Вероятностные оценки необходимого числа испытаний могут быть найдены по аналогии с 

критерием для проверки гипотезы о среднем значении, с помощью таблицы распределения 

Вальда ( )cW x  см. табл. 10 в приложении) при 

2 2
2 0 1

2 2

1 0

2
c K

  
 


 

, где 

2 2

0

2 2

1

1
ln , , ;

1
ln , , .

åñëè

K

åñëè


     

 
     

 

 

Если значение среднего   неизвестно, то все приведенные соотношения сохраняются при 

замене n  на 1n  . 

Пример 5.3. Предположим, что параметр прибора распределен нормально с известным 

средним  . Необходимо проверить при 0,01  и 0,1  гипотезу о том, что дисперсия 

значений параметра прибора равна 
2 2

0 25    , против альтернативы 
2

1 49   .  

Найти контрольные границы и средние объемы выборок для последовательной проверки 

гипотез. Определить объем выборки 
0,9n , для которого с вероятностью не менее 0,9   

процедура последовательного анализа закончится принятием решения по гипотезе. 

Определить вероятность того, что последовательная процедура потребует не более 20 

испытаний. 

Решение.  

Находим 
2 25 49 0,1 7

ln 234,029 34,348
49 25 0,99 5

n

A n
    

       
    

; 

2 25 49 0,9 7
ln 459,354 34,348

49 25 0,01 5

n

B n
    

      
    

. 
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Если 
2

1

234,029 34,348
n

i

i

x n


    , то принимается гипотеза о том, что 
2 2

0 25    ; 

если  
2

1

459,354 34,348
n

i

i

x n


   , то принимается гипотеза о том, что 
2 2

1 49    . В 

случае 
2

1

234,029 34,348 459,354 34,348
n

i

i

n x n


        испытания продолжаются.  

Далее вычисляем средние объемы выборок 

2

0,99 0,01
0,99 ln 0,01 ln

0,1 0,9
(25) 2 25

5 7
2 ln 1

7 5

n

  

  
 

   
 

; 

2

0,1 0,9
0,1 ln 0,9 ln

0,99 0,01
(49) 2 27

7 7
1 2 ln

5 5

n

  

  
 

   
 

; 

max 2
2

0,1 0,9
ln ln

0,99 0,01
46

7
ln

5

n



  
  
     

. 

В нашем случае   , тогда находим 
0,99

ln 2,292
0,1

K    и 

25 49
25

2
2,292 1,146

49 25
c




  


.  

Из таблицы распределения Вальда имеем 
1,146( ) 0,9W x   при 

0,9 2,12
n

x
n

  , тогда 

0,9 (25) 2.12 53n n   .  

Теперь определим вероятность окончания последовательной процедуры при 20n  . Имеем 

20
0,8

25

n
x

n
   . Из таблицы распределения Вальда для 1,146c   и 0,8x   получим 

1,146(0,8) 0,56W  . Следовательно с вероятностью 0,56 для окончания последовательной 

процедуры потребуется не более 20 испытаний, при условии, что 
2 2

0 25    .► 

 

5.6 Проверка гипотезы о параметре экспоненциального распределения 

 

 Проверяется гипотеза 0 0:H     (напомним, что 1/v   – средняя наработка до 

отказа, v  – интенсивность отказов), против альтернативы 1 1 0:H      . 

Введем обозначения 
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1/

1

1 0 0

ln
1

n

n
A

   
    
       

; 

1/

1

1 0 0

1
ln

n

n
B

    
    
       

. 

Если 
1

n

i

i

x A


 , принимается гипотеза 0H ; если 
1

n

i

i

x B


 , принимается гипотеза 1H ; если 

1

n

i

i

A x B


  , то испытания продолжаются. 

Средние объемы выборок, необходимые для завершения процедуры 

последовательного анализа, вычисляются по формулам 

0
1 1

0 0

1
(1 ) ln ln

1
( )

1 ln

n

 
    

 
 

 
 

 

; 
2

1
0 1

1 0

1
(1 ) ln ln

1( ) 2

1 ln

n

 
    

   
 

 
 

; 

max 2

1

0

1
ln ln

1

ln

n

 


 
 

  
  

  

. 

Параметр распределения Вальда вычисляются по формулам 

 

1 1 0

0

2

1 0

ln
2

2

c K

   





   
 
 

, где 

0

1

1
ln , , ;

1
ln , , .

åñëè

K

åñëè


     

 
     

 

. 

Пример 5.4. Найти параметры плана последовательных испытаний при 0,2   и 0,05  

для проверки гипотезы 0H  о том, что средняя наработка на отказ электронного прибора 

равна 0 100     ч. против альтернативы 1 1: 150H      ч. Вычислить средние 

объемы выборок, необходимых для окончания последовательного анализа. Найти 

вероятность того, что последовательная процедура позволит принять решение уже после 

20n   испытаний. 

Решение. Находим  
1/

150 0,2
ln 0,00811 0,0312

150 100 100 0,95

n

n
A n

  
       

    

; 

1/

150 0,8
ln 0,00811 0,0554

150 100 100 0,05

n

n
B n

  
       

    

. 

Далее вычисляем  

0,8 0,2
0,8 ln 0,2 ln

0,05 0,95
(100) 21

150 150
1 ln

100 100

n

  

 

 

; 

0,05 0,95
0,05 ln 0,95 ln

0,8 0,2
(150) 19

100 150
1 ln

150 100

n

  

 

 

; 
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max 2

0,8 0,2
ln ln

0,05 0,95
27

150
ln

100

n



  
  

  
  

. 

Теперь найдем, учитывая, что    и 1 150    , 
0,95

ln 1,558
0,2

K
 

  
 

 и  

2

150 150 100
ln

100 2
1,558 0,061

150 100

2

c




 
 

 
 

. 

Имеем 

1

20
1

19( )

n
x

n
  


 и из табл. Вальда для 1x   и 0,061c   имеем ( ) 0,85cW x  . 

Таким образом, с вероятностью 0,85 процедура последовательного анализа закончится при 

20n  , если 1 150    .► 

 

5.7 Проверка гипотезы о параметре биномиального распределения 

 

Проверяется гипотеза 0 0:H p p  против альтернативы 1 1:H p p . 

Введем обозначения 

0

1

1 0 1 0

0 1 0 1

1
lnln

11

1 1
ln ln ln ln

1 1

p

p
A n

p p p p

p p p p

  
         

       
       

       

;  

0

1

1 0 1 0

0 1 0 1

11
lnln

1

1 1
ln ln ln ln

1 1

p

p
B n

p p p p

p p p p

  
        

       
       

       

. 

Пусть x  – число поступлений наблюдаемого события (например, количество дефектных 

приборов в партии). Если x A , то принимается гипотеза 0H ; если x B , принимается 

гипотеза 1H ; в случае A x B   испытания продолжаются.  

Средние объемы выборок равны 

0

1 0
0 0

0 1

1
(1 ) ln ln

1
( )

1
ln (1 ) ln

1

n p
p p

p p
p p

    
        

     
   

      
  

; 
1

1 0
1 1

0 1

1
ln (1 ) ln

1
( )

1
ln (1 ) ln

1

n p
p p

p p
p p

    
       

     
   

      
  

; 

max

1 0

0 1

1
ln ln

1

1
ln ln

1

n
p p

p p

    
   

     
   

   
  

. 
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Параметр распределения Вальда находится по формуле 

1 0
1 1

0 1

1 0
1 1

0 1

1
ln (1 ) ln

1

1
(1 ) ln ln

1

p p
p p

p p
c K

p p
p p

p p

   
      

  
 

    
       

   

, где 

0

1

1
ln , , ;

1
ln , , .

åñëè p p

K

åñëè p p


   

 
   

 

. 

Пример 5.5. Необходимо найти параметры плана последовательных испытаний для 

проверки гипотезы 0H  о том, что доля дефектных изделий в партии 0 0,01p p   против 

альтернативы 1 1: 0,02H p p  . Определить количество испытаний, для которого с 

вероятностью 0,95   последовательная процедура закончится принятием решения. 

Заданы ошибка первого рода 0,1   и ошибка второго рода 0,01 . 

Решение. Находим 

0,01 0,99
ln ln

0,9 0,98
6,399 0,0144

0,02 0,99 0,02 0,99
ln ln ln ln

0,01 0,98 0,01 0,98

A n n

   
   
         

       
        

       

; 

0,99 0,99
ln ln

0,1 0,98
3,26 0,0144

0,02 0,99 0,02 0,99
ln ln ln ln

0,01 0,98 0,01 0,98

B n n

   
   
        

       
        

       

. 

Далее 

0,01 0,99
0,9 ln 0,1 ln

0,9 0,1
(0,01) 1225

0,01 0,99
0,01 ln 0,99 ln

0,9 0,98

n

   
     

    
   

     
   

;  

0,01 0,99
0,01 ln 0,99 ln

0,9 0,1
(0,02) 569

0,02 0,99
0,02 ln 0,98 ln

0,01 0,98

n

   
     

    
   

     
   

; 

max

0,99 0,01
ln ln

0,1 0,9
1466

0,02 0,99
ln ln

0,01 0,98

n

   
   

     
   

   
   

.  

Вычисляем параметр c  (при    и 1 0,02p p  ): 
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1 0,99
ln ln 2,2925

0,1
K

   
     

   
, 

0,02 0,99
0,02 ln 0,98 ln

0,01 0,98
2,2925 0,65

0,02 0,99
0,02 0,98 ln ln

0,01 0,98

c

   
     

   
  

    
      

    

. 

Из таблицы Вальда находим 
0,95n

x
n

 , соответствующее условию ( ) 0,95cW x  . Имеем 

0,65( ) 0,95W x   при 3,5x  . Отсюда, 
0,95 569 3,5 1992n    . Следовательно, с 

вероятностью 0,95 при 1 0,02p p   процедура последовательного анализа потребует не 

более 1992 испытаний.► 

 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Проверка гипотез о значениях параметров распределений. 

2. Проверка  простой гипотезы против простой альтернативы. 

3. Последовательные методы проверки гипотез о значениях параметров распределений 

4. Проверка гипотезы о числовом значении математического ожидания нормального 

распределения при известной дисперсии (случаи равных дисперсий). 

5. Проверка гипотезы о числовом значении дисперсии нормального распределения 

6. Проверка гипотезы о числовом значении параметра экспоненциального распределения 

7. Проверка гипотезы о числовом значении параметра биномиального распределения 

 



 67 

Тема 6. Дисперсионный анализ зависимостей 

 

6.1 Основные положения 

 

В предыдущих главах были рассмотрены различные методы и приемы математической 

статистики, позволяющие оценить параметры статистических совокупностей, сравнивать их 

между собой. При этом, как правило, предполагалась взаимная независимость сравниваемых 

совокупностей. В настоящей главе рассматриваются вопросы оценки связей между 

статистическими совокупностями. 

Для оценки связей между статистическими совокупностями используются методы 

дисперсионного, корреляционного и регрессионного анализов, являющиеся 

последовательными ступенями при исследовании связей между случайными величинами. 

Методами дисперсионного анализа устанавливается наличие влияния заданного фактора 

на изучаемый процесс, отображаемый наблюдаемой статистической совокупностью 

выборочных данных. Корреляционный анализ позволяет оценить силу такой связи, а 

методами регрессионного анализа можно выбрать конкретную математическую модель и 

оценить адекватность отражения ею установленной взаимосвязи случайных величин. 

В последние годы стремительно развивается самостоятельное прикладное направление 

математической статистики – математическая теория активного эксперимента. Базируясь на 

комбинации методов дисперсионного и регрессионного анализов, методы математического 

планирования эксперимента дополняют их. 

Для установления самого факта наличия (или отсутствия) статистически значимой связи 

между результирующими показателями Y и объясняющими переменными X могут быть 

использованы параметрический и непараметрический подходы. 

Предполагают, что все наблюдения принадлежат некоторому семейству распределений 

(т.е. изменяется только т при изменении уровня фактора). Если в качестве такого 

распределения рассматривается нормальное, то для обработки данных могут применяться 

методы дисперсионного анализа. Если предположение о нормальности не является 

правомерным, тогда используют различные методы непараметрического анализа. 

Если проводить наблюдения над каким-либо явлением, характеризуемым случайной 

величиной Y, то значение этой наблюдаемой величины может изменяться от каких-то 

определенных факторов A , качественных или количественных, а также от совокупности 

случайных воздействий, делающих фактически эту величину случайной. Как правило, 

влияние случайных факторов не приводит к смещению среднего значения наблюдаемой 

величины (изменяется только дисперсия), влияние же определенных факторов отмечается 

таким смещением. Исследование влияния факторов на изменчивость средних значений 

является основной задачей дисперсионного анализа. Для оценки этого влияния используется 

свойство аддитивности дисперсии изучаемой случайной величины, обусловленной 

действием независимых факторов. В 1938 г. Р.Н. Фишер впервые определил дисперсионный 

анализ как отделение дисперсии, приписываемой одной группе причин, от дисперсии, 

приписываемой другим группам. Исходя из этого определения, в зависимости от числа 

источников дисперсии различают однофакторный и двух-факторный дисперсионный анализ. 

Дисперсионный анализ состоит в выделении и оценке отдельных факторов, вызывающих 

изменчивость изучаемой величины. Для этого производится разложение суммарной 

выборочной дисперсии на составляющие, обусловленные независимыми факторами. Каждая 

из этих составляющих представляет собой оценку генеральной дисперсии. Для определения 

значимости влияния того или иного определенного фактора дается оценка отношения 

выборочной дисперсии, соответствующей этому фактору, к дисперсии, обусловленной 

случайными факторами (дисперсия воспроизводимости). Оценка осуществляется по 

критерию Фишера. 

При этом делаются следующие допущения: 

 случайные ошибки наблюдения распределены нормально; 
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 в эксперименте используются равноточные методы измерения; 

 факторы влияют только на изменение средних значений, а дисперсия наблюдаемой 

величины считается постоянной. 

Понятие «определенный фактор» обусловлено следующим: 

 это исследуемый фактор, т.е. априори установленный; 

 этот фактор имеет количественную или качественную шкалу измерения; 

 эта шкала разделена на уровни. 

Например, исследуется влияние климатических условий на урожайность. Климатические 

условия включают в себя три фактора: световой, температурный и влажностный. Первый 

фактор определяется тремя значениями: солнечной, переменной и пасмурной погодой; 

второй — средней температурой в пределах: 5-10 °С, 10-15 °С, 15-20 °С, 20-25 °С, 25 30 °С; 

третий также имеет три уровня, соответствующих понятиям: дождливая погода, нормальная 

погода, сухая погода. Первый и третий имеют качественную оценку уровней, а второй — 

количественную. 

 

6.2. Однофакторный анализ 

6.2.1.0днофакторный дисперсионный анализ 

Рассмотрим влияние фактора A  на исследуемый процесс X , принимающего k  

различных значений — уровней фактора. На каждом i -м уровне производится in  

наблюдений, результаты которых занесены в таблицу 6.1. 

Результат каждого наблюдения может быть представлен в виде модели: 

 

, 1,...,ji i jix e i n    ,       (6.1) 

где   – суммарный эффект во всех опытах; i  – эффект фактора A  на i -м уровне; jie  – 

ошибка определения jix  на i -м уровне. 

 

Таблица 6.1. Форма представления экспериментальных  

данных однофакторной модели 

 

Номер 

Наблюдения 

 

 

Уровни фактора A  

1A  2A  iA  kA  

1 
11x  12x  1ix  1kx  

2 
21x  

22x  2ix  2kx  

…. …. …. …. …. 

j  
1jx  2jx  jix  jkx  

…. …. ….. ….. ….. 

n  
11nx  

2 2nx  
in ix  

kn kx  

Средние 

значения по 

уровням 

1x  2x  ix  kx  
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Предположим, что наблюдения на i -м фиксированном уровне фактора нормально 

распределены  относительно среднего значения ( )i    с общей дисперсией 
2 .  

Общее число опытов  

1

k

i

i

N n


 .       (6.2) 

Следует установить, оказывает ли влияние фактор A  на исследуемый процесс X . 

Сформулируем гипотезу 0H  о том, что расхождение наблюдений в сериях опытов для 

различных уровней факторов можно объяснить только случайными причинами. На 

статистическом языке это предположение означает, что все данные таблицы ijx  

принадлежат одному и тому же распределению. 

Осуществим проверку нулевой гипотезы равенства средних значений на различных 

уровнях фактора A : 

0 1 2: ... kH m m m m    . 

Наиболее часто расчет проводится при равном числе опытов на каждом уровне A , т.е. 

1 2 ... kn n n n    . При этом общее число наблюдений N k n  . 

  

Среднее значение результатов наблюдений на i -м уровне: 

1

1 n

i ji

j

x x
n 

  .      (6.3) 

 Общее среднее значение для всей выборки из N  наблюдений: 

1 1 1

1 1k k n

i ji

i i j

x x x
k N  

   .     (6.4) 

Выборочная дисперсия на каждом уровне: 
2

2 2 2

1 1 1

1 1 1
( )

1 1

n n n

ii ji ji ji

j j j

s x x x x
n n n  

  
      

     
   .   (6.5) 

При выполнении условия 
2

is const , т.е. между дисперсиями 
2

is  нет значимых 

различий (однородность дисперсий 
2

is  определяется по критерию Кохрена), находим оценку 

дисперсии, характеризующей рассеяние значений jix  вне влияния фактора A  (т.е. 

дисперсии, характеризующей фактор случайности) по формуле 

 

 
2

2 2

1 1 1

2

2

1 1 1 1

1 1

( 1)

1 1

( 1)

k k n

iñë i ji

i i j

k n k n

ji ji

i j i j

s s x x
k k n

x x
k n n

  

   

   


  
    

    

 

  

.      (6.6) 

Легко видеть, что если при оценке 
2

is  мы имеем ( 1n  ) степеней свободы, то оценка 

2

ñës  имеет ( 1)v k n N k     степеней свободы.  

Общая выборочная дисперсия всех наблюдений равна: 
2

2 2 2

0

1 1 1 1 1 1

1 1 1
( )

1 1

k n k n k n

ji ji ji

i j i j i j

s x x x x
N N N     

  
      

     
   .  (6.7) 
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 Исходя из свойства аддитивности дисперсии можно общую дисперсию 
2

0    

представить как сумму составляющих этой дисперсии: 
2

A   — характеризующий вклад 

фактора A  и 
2

ñë   — характеризующий фактор случайности (совокупность случайных 

факторов): 

2 2 2

0 A ñë    . 

Тогда с учетом выборочных оценок дисперсии 

2 2 2

0 A ñës s s  .      (6.8) 

Введем теперь оценку дисперсии 
2

As , характеризующей изменение средних ix , связанное 

с влиянием фактора A  

2 2 2

1 1 1

1
( ) ( )

1 1

n k k

i iA

j i i

n
s x x x x

k k  

 
    

  
       (6.9) 

с числом степеней свободы 1v k  .  

Теперь проверка влияния фактора A  на изменение средних может быть сведена к сравнению 

дисперсий 
2

As  и 
2

ñës . Если дисперсия  
2

As  значимо отличается от 
2

ñës   то нулевая  гипотеза 

0 1 2: ... kH m m m m     отвергается и влияние фактора A  считается существенным. Для 

проверки гипотезы применяется односторонний критерий Фишера: влияние A  считается 

значимым, если 

2

1 2 1 22
( , ), 1; ( 1)A

q

ñë

s
F F v v v k v N k k n

s
        .   (6.10) 

Если отношение 

2

1 22
( , )A

q

ñë

s
F v v

s
 , то влияние фактора A  следует считать незначимым. 

При этом общая дисперсия 
2

0s  будет связана только с фактором случайности и ее можно 

считать однородной. 

При значимости влияния фактора A , т.е. при значимости различия между 

1 2 ... km m m m    , можно выяснить, какие именно средние im  различны. Для этого 

используют критерии Стьюдента или ранговый критерий Дункана. 

6.2.2. Непараметрические методы однофакторного анализа 

 

Если предположение о нормальности распределения выборки не является правомерным 

или наблюдаются качественные показатели, следует использовать различные методы 

непараметрического анализа, среди которых наиболее развиты ранговые методы. 

Рассмотрим таблицу наблюдений (см. табл. 6.1) (однофакторный дисперсионный анализ). 

Сформулируем гипотезу 0H  о том, что расхождение наблюдений в сериях опытов для 

различных уровней факторов можно объяснить только случайными причинами. На 

статистическом языке это предположение означает, что все данные таблицы jix  принадлежат 

одному и тому же распределению. Рассмотрим ранговый однофакторный анализ. 

Если мы ничего не знаем о распределении jix , то в этом случае проще опираться в своих 

выводах на отношения «больше — меньше» между наблюдениями, так как они не зависят от 

распределения наблюдений. При этом вся информация содержится в тех рангах jir , что 
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получают числа jix  при упорядочении всей их совокупности. Ранговые критерии 

применяются и тогда, когда измерения сделаны в порядковой шкале, например, 

представлены текстовыми баллами или экспертными суммами. Здесь значения jix  вообще 

являются условностью, а содержательный смысл имеют лишь отношения «больше — 

меньше» между ними (например, оценки 2, 3, 4, 5). Будем рассматривать наиболее простой 

случай, когда среди чисел jix  нет совпадающих. В этом случае преобразование таблицы 6.1 в 

таблицу 6.4 будет однозначным. 

Для проверки гипотезы 0H  необходимо сконструировать некоторую статистику, т.е. 

функцию от рангов jir , которая легла бы в основу критерия проверки гипотезы. Основные 

требования к этой статистике следующие: ее значение при гипотезе 0H  должно заметно 

отличаться от ее значений при альтернативах. Рассмотрим два метода. 

Таблица 6.4. Форма представления преобразованных  

данных  

 

Ранги 

результатов 

наблюдений 

 

 

Уровни фактора A  

1A  2A  iA  kA  

1 
11r  12r  1ir  1kr  

2 
21r  

22r  2ir  2kr  

…. …. …. …. …. 

j  
1jr  2jr  jir  jkr  

…. …. ….. ….. ….. 

n  
11nr  

2 2nr  
in ir  

kn kr  

 

Однофакторный непараметрический анализ на основе критерия Краскела-Уоллеса 

(произвольные альтернативы) 

Этот метод используется, когда невозможно сказать что-либо определенное об 

альтернативах 0H , так как он свободен от распределения. Заменим наблюдения jix  их 

рангами jir , упорядочивая всю совокупность  jix в порядке возрастания. Затем для каждой 

обработки i  (уровня фактора, столбца таблицы) надо вычислить суммарный и средний 

ранги: 

1

in

i ji

j

R r


  и 
1

1 in

i ji

ji

R r
n 

  .      (6.11)  

Если между столбцами нет систематических различий, то средние ранги iR , не должны 

значительно отличаться от среднего, рассчитанного по всей совокупности  jir . Значение 

последнего 
1

2

N
R


 . Здесь N — общее число наблюдений. 
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1

k

i

i

N n


 . 

Вычислим величины 
2( )iR R  для каждого уровня фактора 

2 2
1 1

,...,
2 2

i k

N N
R R

    
    

   
. 

Эти значения при 0H  в совокупности должны быть небольшими. Составляя общую 

характеристику, разумно учесть различия в числе наблюдений для разных обработок 

(уровней факторов) и взять в качестве меры отступления от чистой случайности величину 

2

1

12 1

( 1) 2

n

ii

i

N
H n R

N N 

 
  

  
 .     (6.12) 

Эта величина называется статистикой Краскела-Уоллеса 

Множитель 
12

( 1)N N 
 присутствует в качестве нормировочного для обеспечения сходимости 

распределения статистики H  и 
2  с числом степеней свободы 1v k  . Если 

2 ( )qH v  , 

то фактор считается значимым и гипотеза 0H  отвергается при уровне значимости q . 

Если среди jix  есть совпадающие значения, то при ранжировании и переходе к jir  надо 

использовать средние ранги (например, если 2 значения (5 и 5) занимают ранги 11, 12, то 

средний ранг (11,5) надо присвоить им обоим). Если совпадений много, рекомендуется 

использовать модифицированную форму статистики H  : 

3

1

1 /( )
m

j

j

H
H

T N N


 
 

  
 


,     (6.13) 

где m  — число групп совпадающих наблюдений; 
3

j j jT r t   ( jt  — число совпадающих 

наблюдений в группе j ). 

 

Однофакторный непараметрический анализ на основе критерия Джонкхиера 

(альтернативы с упорядочением)  

 

Нередко исследователю заранее известно, что имеющиеся группы результатов упорядочены 

по возрастанию влияния фактора. Пусть первый столбец таблицы  jix  соответствует 

наименьшему уровню, а последний — наибольшему. В таких случаях критерий Джонкхиера 

более чувствителен (более мощный) в сравнении с упорядоченным влиянием фактора. 

Рассмотрим сначала случай, когда сравниваются только 2 способа обработки (2 уровня 

фактора). Фактически речь идет тогда об однородности двух выборок. Для проверки этой 

гипотезы рассмотрим статистику Манна-Уитни. 

Пусть имеем 2 выборки: 1 2, ,...., mx x x  и 1 2, ,..., ny y y . Положим 



 73 

0, ;

1
( , ) , ;

2

1, .

i j

i j i j

i j

åñëè x y

x y åñëè x y

åñëè x y





  




       (6.14) 

Статистика Манна-Уитни: 

1 1

( , )
m n

i j

i i

U x y
 

  .      (6.15) 

Обратившись теперь к общему случаю, когда сравниваются k  способов обработки (k  

уровней), поступим следующим способом. Для каждой пары уровней u  и v , где 

1 u v k   , составим по выборкам с номерами u  и v  статистики Манна-Уитни: 

1 1

( , ) ( , )
m n

i j

i i

U u v x y
 

  .      (6.16) 

Получим (1,2), (1,3),..., (1, ), (2,3),..., (2, ),..., ( 1, )U U U k U U k U k k . 

Определим статистику Джонкхиера I  как ( , )I U u v  для 1 u v k   . Свидетельством 

против 0H  (в пользу альтернативы 1H ) служат большие значения статистики I , 

полученные в эксперименте. Для больших объемов выборок в отношении статистики I  

действует нормальное распределение ( , )I N MI DI , с математическим ожиданием и 

дисперсией 

2

1

1

4

k

j

i

MI N n


 
  

 
 , 

2 2

1

1
(2 3) (2 3)
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k

j j

j

DI N N n n


 
    

 
 ,   (6.17) 

где  jn  –  количество наблюдений в каждом уровне; 

N  — общий объем наблюдений; 

Свидетельством против 0H  (в пользу альтернативы 1H ) служат большие значения 

статистики 
* I MI

I
DI


 , полученные в эксперименте, в сравнении с  -процентными 

точками нормального распределения 
*( )I   (табличные значения нормированной 

функции Лапласа). Тогда 1q    — уровень значимости принятия гипотезы 0H . 

6.3. Двухфакторный анализ 

Иногда в однофакторной модели влияние интересующего нас фактора не проявляется, 

хотя такое влияние должно быть. Причиной этого может быть большой внутригрупповой 

разброс, на фоне которого действие фактора остаётся незаметным. Очень часто этот разброс 

вызван не только случайными причинами, но и действиями еще одного фактора. Если мы в 

состоянии указать такой фактор, то можно попытаться включить его в модель, чтобы 

уменьшить статистическую неоднородность наблюдений. Конечно, не всегда удается 

поправить дело введением мешающего фактора и переходом к двухфакторной схеме. Иногда 
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приходится рассматривать трехфакторные и более сложные модели. Замысел во всех этих 

случаях остается прежним. 

Назовём фактор A  (рис. 1) главным, B  — мешающим. Пусть фактор A  принимает k  

значений, а мешающий — n  значений. Фактор B  разбивает все группы наблюдений 

(столбцы таблицы  jix ) на блоки. 

 

Рис. 6.1. Двухфакторная модель 

Каждый блок соответствует определенному уровню фактора B . В частном случае таблица 

содержит n k  наблюдений (по одному в клетке). Отличие этой таблицы от однофакторной 

в том, что наблюдения в любом столбце не являются однородными, если влияние 

мешающего фактора значимо (табл. 6.3). 

 

Таблица 6.3  

Форма представления экспериментальных данных двухфакторной модели 

 

Блоки фактора 

B  
 

 

Уровни основного фактора A  

1A  2A  iA  kA  

1B  11x  12x  1ix  1kx  

2B  21x  
22x  2ix  2kx  

…. …. …. …. …. 

jB  1jx  2jx  jix  jkx  

…. …. ….. ….. ….. 

nB  1nx  2nx  nix  nkx  

 

Для описания двухфакторного эксперимента обычно применяют аддитивную модель. Она 

предполагает, что значения отклика jix  являются суммой вкладов соответствующих уровней 

факторов A  и B  и независимых случайных факторов: ji i j jix a b e   . В этой модели 

величины вкладов A  и B  не могут быть восстановлены однозначно. Действительно, при 

одновременном увеличении всех ia  на одну и ту же константу и при уменьшении всех jb  на 

ту же константу значения jix  не изменяются. 

Для однозначности вкладов удобно перейти к представлению в виде: 

, 0, 0ji i j i j

i j

x ï ðè        . 

Параметр  интерпретируется как среднее всех jix  (т.е. x ), а i  и j  — отклонения от 

 в результате действия факторов A  и B . 
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6.3.1 Двухфакторный параметрический дисперсионный анализ 

 

Если есть основания предполагать, что случайные величины jie  имеют нормальное 

распределение с нулевым средним и одинаковой при всех i  и j  дисперсией 
2 , можно 

использовать метод, аналогичный однофакторному дисперсионному анализу. Предположим, 

что влияние фактора A  отсутствует. Сформулируем гипотезу 0 1 2: ... kH       . 

Проверим гипотезу 0H , также основываясь на сравнении двух независимых оценок 

дисперсии: 
2

A  и  
2

ñë . 

Дисперсионный анализ для двухфакторных таблиц проводится в следующей 

последовательности. Вычисляются суммы (полагаем 1 2 ... kn n n n    ) 

k n
2

1 ji

i 1 j 1

Q x
 

 ; 

2
k n

2 ji

i 1 j 1

1
Q x

n  

 
  

 
  ; 

2
n k

3 ji

j 1 i 1

1
Q x

k  

 
  

 
  ; 

2
k n

4 ji

i 1 j 1

1
Q x

nk  

 
  

 
 . 

Далее находятся оценки дисперсий 

2 1 4 2 3
ñë

Q Q Q Q
s

(k 1)(n 1)

  


 
; 2 2 4

A

Q Q
s

k 1





; 2 3 4

B

Q Q
s

k 1





. 

 

Если выполняется неравенство 

 
2

1 22
1, ( 1)( 1)     A

q

ñë

s
F v k v n k

s
, то 0H  отвергается и влияние фактора A  

считается существенным. 

Аналогично значимым признается влияние фактора B , если 

 
2

1 22
1, ( 1)( 1)     B

q

ñë

s
F v n v n k

s
. 

6.3.2. Двухфакторный непараметрический анализ 

Двухфакторный непараметрический анализ используется при проверке гипотезы 0H , если 

о распределении случайной величины jie  известно только то, что она непрерывна и 

независима. Рассмотрим решение задачи с использованием критерия Фридмана, который не 

предъявляет требований к упорядочению уровней факторов. 

 

Двухфакторный непараметрический анализ по критерию Фридмана (произвольные 

альтернативы) 

 

Критерий основан на идее перехода от значений jix  к их рангам jir . В отличие от 

однофакторного анализа ранжирование происходит не по всей таблице  jix , а по блокам, 

т.е. рассматривается каждая отдельная строка таблицы. При фиксированном j  осуществляется 

ранжирование величин jix  при 1,2,...,i k . Тем самым устраняется влияние мешающего 

фактора B , значение которого для каждой строки постоянно. Обозначим полученные ранги 

величин jix  через jir . Ясно, что jir . изменяются от 1 до k , а каждая строка представляет 
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перестановку чисел 1,2,...,k  (при совпадении jix  надо использовать средние ранги). При 

гипотезе 0 1 2: ... kH        все !k  перестановок равновероятны. Введем величину 

1

1 n

i ji

j

r r
n 

   — среднее значение ранга по столбцу. При 0H  значение для каждого столбца не 

должно сильно отличаться от 
1

2

k
r


  — среднего ранга всех элементов таблицы. 

 

Статистика Фридмана имеет следующий вид 

 
2

1

12

( 1)

k

i

i

n
S r r

k k 

 

 .      (6.19) 

Гипотеза 0H  отвергается в пользу альтернативы о наличии эффектов в обработке, если 

2( 1)qS v k    . Для небольших значений ,n k  величина критерия Фридмана ( , , )S q n k  

может быть найдена по специальным статистическим таблицам. 

 

Двухфакторный непараметрический анализ по критерию Пейджа (альтернативы с 

упорядочением) 

 

Если уровни факторов в таблице  jix  упорядочены, то для проверки гипотезы 

0 1 2: ... kH        против альтернативы 1 1 2: ... kH        используется статистика 

Пейджа. 

Введем величину 
1

n

i ji

j

R r


 . 

Вычисляется статистика  

1 2 3

1

1 2 3 ...
k

i k

i

L i R R R R k R


           .     (6.20) 

0H  отклоняется в пользу 1H , если ( , )í àáëL L k n , где значение ( , )L k n  найдено по 

специальным статистическим таблицам. 

Критические значения ( , )L k n  приведены в табл. 9 (см. статистические таблицы в 

приложении). Для 10n   справедлива аппроксимация статистики Пейджа 

* ( )

( )

L M L
L

D L


 , где 

2 3 2( 1) ( )
( ) , ( )

4 144( 1)

nk k n k k
M L D L

k

 
 


. 

При 
*L u  нулевая гипотеза отклоняется (u  – квантиль стандартного нормального 

распределения. 

 

Вопросы для самопроверки 
1. Дисперсионный анализ зависимостей. Основные понятия. 

2. Однофакторный параметрический дисперсионный анализ. 
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3. Однофакторный непараметрический анализ на основе критерия Краскела-Уоллеса 

(произвольные альтернативы). 

4. Однофакторный непараметрический анализ на основе критерия Джонкхиера 

(альтернативы с упорядочением) 

5. Двухфакторный дисперсионный анализ. Двухфакторный параметрический 

дисперсионный анализ.  

6. Двухфакторный непараметрический анализ по критерию Фридмана (произвольные 

альтернативы).  

7. Двухфакторный непараметрический анализ по критерию Пейджа (альтернативы с 

упорядочением). 
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Тема 7. Корреляционный анализ 

 

Корреляционный анализ имеет своей задачей количественное определение тесноты связи 

между изучаемыми явлениями. Корреляционная связь — эта связь, при которой 

определенному значению факторного признака соответствует среднее значение 

результирующего признака. Изучение тесноты и направления связи является важной задачей 

математической статистики. Оценка тесноты связи между признаками предполагает 

определение меры соответствия вариации результирующего признака от одного (при 

изучении парных зависимостей) или нескольких (множественных) факторных признаков. 

7.1. Вычисление параметрических коэффициентов корреляции 

Выборочный коэффициент корреляции между двумя случайными величинами x  и y  был 

впервые введен Пирсоном, поэтому его часто называют коэффициентом корреляции 

Пирсона. В теории разработаны и на практике применяются различные модификации 

формулы расчета данного коэффициента. Приведем некоторые из них: 

( )( )

x y x y

x x y y xy x y
r

s s s s

  
  . 

Используя преобразование, получают 

     

   

1 1

2 2

1 1

n n

i i i i

i i

n n
x y

i i

i i

x x y y x x y y

r
n s s

x x y y

 

 

   

 


 

 

 

.   (7.1) 

При 15n   необходимо скорректировать коэффициент корреляции  

2
* 1

1
2( 3)

r
r r

n

 
  

 
.      (7.2) 

При большом объеме выборки выборочный коэффициент корреляции будет приближаться 

к корреляционному моменту генеральной совокупности  , который определяется как 

( )( )x y

x y

M x m y m    
 

.     (7.3) 

Если 0r  , то величины x  и y  независимы, а при 1r   зависимость между x  и y  

является функциональной. Коэффициент корреляции тесно связан с коэффициентом регрессии: 

x

y

s
r b

s
 ,        (7.4) 

где b  — коэффициент регрессии в уравнении вида i iy a bx  ;  

xs  — среднеквадратичное отклонение x ; 

ys  — среднеквадратичное отклонение y . Значимость коэффициента корреляции проверяется 

на основе критерия Стьюдента. При проверке этой гипотезы вычисляется t -статистика: 

2

2 2

( 2)
2

1 1
pac

rr n
t n

r r


  

 
.     (7.5) 
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Расчетное значение сравнивается с табличным значением ( 2)qt v n  . Если расчетное 

значение больше табличного, это свидетельствует о значимости коэффициента корреляции, 

а, следовательно, и о статистической существенности зависимости между x  и y . 

При большом числе наблюдений ( 100n  ) используется следующая формула t -

статистики: 

21
pac

r
t n

r



.       (7.6) 

Множественный коэффициент корреляции рассчитывается при наличии линейной связи между 

результирующим признаком Y  и несколькими факторными признаками, а также между 

парой факторных признаков.  

В случае оценки связи между результирующим признаком Y  и двумя факторными 

признаками 1x  и 2x  множественный коэффициент корреляции можно определить по 

формуле: 

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

2 2

/ , 2

2

1

yx yx yx yx x x

y x x

x x

r r r r r
R

r

 



,      (7.7) 

где abr  — парные коэффициенты корреляции между признаками. 

В общем случае коэффициент множественной корреляции между результирующим 

признаком Y  и m  факторными признаками 1 1, ,..., mx x x  определяется по формуле 

1 2/ , ,...,

1

1
my x x xR


 


,       (7.8) 

где   – определитель матрицы парной корреляции 

1 2

1 1 2 1

2 2 1 2

2 3

1 ...

1 ...

1 ...

... ... ... ... ...

... 1

m

m

m

m m m

yx yx yx

x y x x x x

x y x x x x

x y x x x x

   
 
   

     
 
 
 
    

;      (7.9) 

1  – алгебраическое дополнение элемента 11 . 

Множественный коэффициент корреляции изменяется в пределах от 0 до 1. Приближение 

R  к единице свидетельствует о сильной зависимости между признаками. При небольшом 

числе наблюдений ( 20
n m

m


 ) величина множественного коэффициента корреляции, как 

правило, завышается. В этом случае множественный коэффициент корреляции 

корректируется: 

1 2

2
/ , ,...,

1
1 (1 )

1
my x x x

n
R R

n m


  

 
,     

 (7.10) 
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где R  — скорректированное значение; 

n  — число наблюдений; 

m  — число факторных признаков.  

Корректировка R  не производится при условии, если 20
n m

m


 . 

Проверка значимости множественного коэффициента корреляции осуществляется по 

критерию Фишера: 

 

1 2

1 2

2

/ , ,...,

2

/ , ,...

1

1
1

1

m

m

y x x x

pac

y x x x

R
mF

R
n m




 

.       (7.11) 

Множественный коэффициент корреляции считается значимым, если 

1 2( , 1)pac qF F v m v n m     . Здесь q  – уровень значимости. 

7.2 Вычисление непараметрических коэффициентов корреляции 

Если признаки подчиняются различным (отличным от нормального) законам 

распределения, то можно рассчитать непараметрические коэффициенты корреляции. Эти 

коэффициенты могут быть использованы для определения тесноты связи как между 

количественными, так и между качественными признаками при условии, если их значения 

упорядочить или проранжировать по степени убывания или возрастания признака. 

Среди непараметрических методов оценки тесноты связи наибольшее распространение 

получили следующие: 

 

1. Коэффициент ранговой корреляции Спирмана: 

2

1
/ 2

6

1
( 1)

n

i

i
x y

d

n n

  



,      (7.12) 

где 
2

id  – квадрат разности рангов; 

n  — число наблюдений (число пар рангов).  

Коэффициент Спирмана принимает значения от -1 до 1. Значимость коэффициента 

проверяется на основе t -критерия Стьюдента. Расчетное значение t -критерия 

определяется по формуле: 

/ 2

/

2

1
pac x y

x y

n
t


 


.  

Значение коэффициента корреляции считается статистически существенным, если 

( 2)pact t v n   . 

2. Коэффициент ранговой корреляции Кендалла 

2( ) 2

( 1) ( 1)

P Q S

n n n n


  

 
,      (7.13) 

где n  — число наблюдений; 

S  — разность между числом последовательностей и числом инверсий по второму признаку. 

Расчет коэффициента Кендалла производится в такой последовательности: 
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 значения X  ранжируются в порядке возрастания или убывания; 

 значения Y  располагаются в порядке, соответствующем значениям X ; 

 для каждого ранга Y  определяется число следующих за ним значений рангов, 

превышающих его по величине. Суммируя эти числа, определяем величину P  

(число последовательностей) — меру соответствия последовательностей рангов X  и 

Y ; 

 для каждого ранга Y  определяется число следующих за ним рангов, меньших его 

величины. Суммируя величины, получаем величину Q  (число инверсий); 

 определяется разность по всем членам ряда S P Q   и вычисляется  . 

Связь между признаками можно признать статистически значимой, если значение 

коэффициента корреляции 
2(2 5)

9 ( 1)

n
u

n n
 


   


 (на практике часто полагают связь 

между признаками значимой, если 0,5  ). 

 

3. Коэффициент конкордации. Для определения тесноты связи между несколькими 

ранжированными признаками применяют множественный коэффициент ранговой 

корреляции — коэффициент конкордации, который вычисляется по формуле: 

2 3

12

( )

WS
W

m n n



,      (7.14) 

где m  —- количество факторов; 

n  — число наблюдений; 

WS  — отклонение суммы квадратов рангов от среднего квадрата суммы рангов 

2
2 2

1W

R
S R

n

 
  
 

,       (7.15) 

где 

10

1

1 j

j

R R


 , 

10
2

1

2 j

j

R R


 . 

Критическое значение коэффициента конкордации равно 
21
( 1)

( 1)
W n

m n
   


. Если 

W W , то с вероятностью   корреляция между изучаемыми признаками признается 

значимой. 

Если среди последовательностей рангов есть совпадения, то коэффициент конкордации 

следует вычислять по формуле 

2 2

1

12

( 1)

W

m

j

j

S
W

m n m T




  
,     (7.16) 

где 
3

j j jT t t  , jt  – количество совпавших рангов в j -й последовательности. Совпавшим 

рангам присваиваются средние ранги. 

На основе приведенных выше формул (7.10)—(7.12) произведем вычисление 

непараметрических коэффициентов корреляции и проверим их значимости. Для 

непараметрических методов необходимы дополнительные преобразования, которые покажем 

на примерах (вынесено на практику). 
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Вопросы для самопроверки 
1. Для чего используется корреляционный анализ? 

2. Как вычисляются параметрические коэффициенты корреляции? 

3. Как определяется значимость коэффициента корреляции? 

4. Что такое множественный коэффициент корреляции? 

5. Как определяется значимость множественного коэффициента корреляции? 

6. Вычисление непараметрических коэффициентов корреляции. Коэффициент ранговой 

корреляции Спирмана.  

7. Коэффициент ранговой корреляции Кендалла.  

8. Коэффициент конкордации. 
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Тема 8. Регрессионный анализ 

 

Рассмотренные ранее методы дисперсионного и корреляционного анализа позволяют 

выявить наличие связи между случайными величинами и оценить силу этой связи. 

Следующей ступенью является выявление конкретного функционального вида связи 

между случайными величинами. 

При наличии корреляционной связи между x  и y  имеет место соотношение 

( ) ( , )F y F x y  т.е. функция распределения случайной величины y  зависит от значения 

случайной величины x . Любая функция распределения полностью определяется своими 

параметрами. Изменение функции распределения случайной величины y  от x  можно 

задать зависимостями 

1 2 2 3 3 4 4( ; ); ( ; ); ( ; ); ( ; )y y y yf x f x f x f x            , 

называемыми соответственно – регрессионной, скедастической, клитической и синагической. 

Здесь 1( ,..., )k     – параметры модели. На практике обычно предполагается, что 

дисперсия и моменты высших порядков распределения y  не зависят от значения x . 

Наибольший практический интерес представляет определение зависимости 1 ( ; )y f x   , 

описывающей истинную зависимость между y  и x . Зависимость средних значений 

1 ( ; )y f x    называется регрессией y  по x , а методы нахождения таких зависимостей и 

оценки их статистических свойств составляют содержание регрессионного анализа. 

По выборочным данным можно найти только оценку истинной регрессии, содержащую 

ошибку, связанную со случайностью выборки. 

В основе регрессионного анализа лежит принцип наименьших квадратов, в соответствии с 

которым в качестве уравнения регрессии  

( ; )y f x    , 

выбирается функция, доставляющая минимум сумме квадратов разностей 

 
2

1

( ; )
n

i i

i

s y f x


   . Здесь   – случайная погрешность уравнения. Как правило, вид 

функции ( ; )f x   определяется заранее, а методом наименьших квадратов определяются ее 

коэффициенты j , минимизирующие s . Количественной мерой рассеяния значений iy  

вокруг регрессии ( ; )f x   является дисперсия 

 
2

1

1
( ; )

n

i i

i

D y f x
n k 

  

 , 

где k  – число коэффициентов, входящих в аналитическое выражение регрессии (например, 

если ( ; )f x   – многочлен степени m , то 1k m  ). 

В зависимости от вида уравнения регрессии ( ; )y f x     различают линейную 

( ( ; )f x   – многочлен первой степени) и нелинейную ( ( ; )f x   – многочлен степени 2 ) 

регрессии. 

Вид функции ( ; )f x   выбирается исходя из особенностей исследуемого явления 

(процесса), а также из общего графического анализа зависимости между y  и x . 

Чаще всего ограничиваются рассмотрением линейной регрессионной модели, а при 

нелинейной зависимости ( ; )y f x     используют различные линеаризующие 

преобразования переменных y  и x . Наиболее распространенные из этих преобразований 

приведены в табл. 1 (для случая двух параметров). 
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Таблица 8.1. Линеаризующие функциональные преобразования  

(
* * * *y a b x  ) 

Исходная 

зависимость 

( ; )y f x   

Преобразование 

переменных 

Преобразование 

коэффициентов 

*y  
*x  

*a  
*b  

b
y a

x
   

 
y  

1

x
 

 
a  

 

b  

a
y

b x



 

1

y
 

 

x  
b

a
 

1

a
 

ax
y

b x



 

1

y
 

1

x
 

b

a
 

1

a
 

x
y

a bx



 

x

y
 

 
x  

 

a  
 

b  

xy ab  lg y  x  lg a  lgb  

by ax  lg y  lg x  lg a  b  

bxy ae  ln y  x  ln a  b  

 
/b xy ae  

 

ln y  
1

x
 

 

ln a  

 

b  

ny a bx   
y  nx  a  b  

 

Схема регрессионного анализа включает в себя последовательное решение следующих 

задач: нахождение выборочной оценки истинной регрессии (т.е. нахождение коэффициентов 

регрессии); оценки статистической значимости выборочной регрессии в сравнении с 

безусловным разбросом значений iy , характеризующимся дисперсией 
2

y ; определение 

доверительных областей, с заданной вероятностью включающих в себя истинную регрессию. 

Среди дополнительных задач, позволяющих получить полную статистическую 

картину изучаемой регрессии, отметим: анализ так называемых регрессионных остатков 

(разница между выборочной регрессией и выборочными значениями функции); анализ 

наличия грубых отклонений от регрессии (выбросов); построение толерантных границ 

для регрессии. 

Разработанный в настоящее время аппарат регрессионного анализа предполагает, что 

значения iy  взаимно независимы и нормально распределены. Выполнение этих условий 

должно быть предварительно проверено с помощью критериев нормальности (см. раздел 3.3) 

и критериев сравнения дисперсий (см. раздел 4.3).  

 

8.1. Построение модели регрессии 

Рассмотрим линейную по коэффициентам модель регрессии: 

  0 1 1 2 2; ( ) ( ) ( )k ky f x f x f x f x           ,   (8.1) 
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где   - случайная величина с математическим ожиданием равным нулю и дисперсией 2 ; 

( ), 1,...,jf x j k  – некоторые заданные функции. 

Полагая, ( ), 1,j jx f x j k   перейдем к модели множественной линейной 

регрессии: 

  0 1 1 2 2; k ky f x x x x           .    (8.2) 

Пусть для оценки неизвестных параметров , 0,j j k   уравнения регрессии (8.2) 

взята выборка объемом n  из значений величин 1 2( , , , , )kY X X X . Тогда 

Y X  , 

где  1 2, ...,
T

nY y y y    - вектор значений переменной y ; 

 0 1, , ,
T

k      - вектор параметров модели; 

 1, ,
T

n     – вектор ошибок, где  20,i    и независимы; 

X  - матрица исходных данных переменных jX  размерами )1(  kn . Первый столбец 

матрицы X  содержит единицы (значения фиктивной переменной 0x ), остальные столбцы 

значения переменных 1 2, ,..., kx x x : 

 
1 1

1

2 2

1

1

1

1

1

k

k

n n

k

x x

x x
X

x x

 
 
 
 
  
 

. 

Для нахождения оценки 
*  вектора параметров  0 1, , ,

T

k      используем метод 

наименьших квадратов, согласно которому в качестве оценок 
* * *
0 1, , , k    берутся такие, 

которые минимизируют сумму квадратов Q  отклонений значений iy  от ( )if x : 

     
2 2

1 1

( )
n n

TT

i i i

i i

Q y f x Y X Y X
 

            .   (8.3) 

Оценка 
*  метода наименьших квадратов имеет вид: 

 
1

* T TX X X Y


  .      (8.4) 

 
 

8.2. Оценка погрешности регрессии 

Качество регрессионной модели можно оценить, используя оценку 2s  

дисперсии предсказания 2 : 
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 2 2 2

1 1

1 1 1
ˆ( )

1 1 1

n n
T

i i

i i

s y y e e e
n k n k n k 

   
     

  , где 

kkii xxy **

1

*

0  


 . Качество модели также можно оценить с использованием 

оценки коэффициента детерминации: 

2

2 1

2

1

ˆ( )

( )

n

i

i

n

i

i

y y

R

y y














.  

Чем ближе значения  2R  к 1, тем большую долю дисперсии величины Y  

объясняет модель регрессии. 

8.3. Оценка адекватности модели 

Для оценки адекватности модели вычисляется статистика 

2

1

2

1

1
ˆ( )

1
ˆ( )

1

n

i i

i

n

i i

i

y y
k

F

y y
n k










 




. Если ( ; 1)F F k n k   , то модель признается 

адекватной. Здесь   – уровень значимости. 

Можно показать, что 
2

2

1

1

n k R
F

k R

  
  

 
, где 2R  – квадрат 

коэффициента детерминации (множественный коэффициент корреляции) 

 

8.4 Анализ регрессионных остатков 

Определенную информацию об адекватности уравнения регрессии  дает 

исследование остатков вида 
i ii

e y y  . Если выборочная регрессия y  

удовлетворительно описывает истинную зависимость между y и x , остатки ie  

должны быть независимыми нормально распределенными случайными 

величинами с нулевым средним и в значениях i  должен отсутствовать тренд. 

Нормальность распределения остатков ie  может быть установлена одним из 

критериев согласия (см. раздел 3.3). 

Гипотезу о равенстве ( ) 0M e   можно проверить любым параметрическим 

или непараметрическим критерием сравнения среднего с заданным значением 

(в нашем случае с нулем, см. раздел 4.4). 

Независимость в последовательности значений ( 1,..., )ie i n  может быть 

проверена с помощью сериального коэффициента корреляции Дарбина–

Ватсона. Статистика сериального коэффициента корреляции имеет вид: 
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 
2

1

2

2

1

n

i i

i

n

i

i

e e

D

e













. 

Если 1( )D D   или 14 ( )D D   , то с достоверностью   принимается 

гипотеза о наличии соответственно отрицательной или положительной 

корреляции остатков. 

Если 2 1( ) ( )D D D     или 1 24 ( ) 4 ( )D D D      , то критерий не по-

зволяет принять решение по гипотезе о наличии или отсутствии корреляции 

остатков. Если 2 2( ) 4 ( )D D D     , то гипотеза корреляции остатков откло-

няется. Критические значения 1( )D   и 2 ( )D   для  различных   и числа k  ко-

эффициентов в регрессии приведены в табл. 11 (см. статистические таблицы). 

 

8.5. Оценка дисперсии коэффициентов регрессии и доверительных 

интервалов 

Оценка дисперсии коэффициента j  находится по формуле: 

2 2 1( )T

j jj
s S X X     , где 1( )T

jj
X X     соответствующий диагональный элемент 

матрицы 1( )TX X  . 

Доверительные интервал для 2  находится с использованием статистики 
2 2 2( 1) /n k S     , которая при нормальном распределении i  имеет 

распределение хи–квадрат с ( 1n k  ) степенью свободы. 

Для  проверки значимости  коэффициентов уравнения регрессии 

используем статистику 

*

2 1( )

j

j
T

jj

t
S X X 




  

, которая при истинности гипотезы 

0 : 0jH   , имеет распределение Стьюдента с ( 1n k  ) степенью свободы. 

Если для заданного уровня значимости   значение | |jt  больше критического 

1 / 2( 1)êðèòt t n k   , то нулевая гипотеза отвергается и коэффициент 

признается значимым. В противном случае коэффициент признается 

незначимым, и соответствующее слагаемое исключается из модели. 

В пакете Excel рассчитывается также уровень значимости   статистики 

| |jt , т.е. вероятность  jP x t . Степень значимости параметров распределения 

качественно определяется по уровню значимости: не значимые ( ≥ 0,100), 

слабо значимые (0,100 >  ≥ 0,050), статистически значимые (0,050 >   ≥ 

0,010),  сильно значимые (0,010 >  ≥ 0,001),  высоко значимые (0,001 >  ). 

Доверительный интервал для значений y  в точке 
0 0

0 1(1, , , )T

kX x x  будет 

иметь вид: 

   * 1

0 1 / 2 0 01 ( )T T TX t S X X X X



        
, так как погрешность модели 

( )y f x    будет определяться двумя источниками: погрешностью 
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 2 1
0 0

2 ( )( ) T TX XS X Xf  
 

  , связанной с погрешностями параметров модели, 

и погрешностью собственно модели 2 2S  . 

Здесь t  – квантиль распределения Стьюдента с 1n k   степенью 

свободы. 
 

8.6 Пример построения уравнения регрессии 

 Имеется выборка значений совместно наблюдаемых величин X  и Y : 

X 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 

Y 2,96 0,61 4,63 2,44 2,23 4,89 4,98 3,89 6,74 8,07 

X 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10 

Y 8,34 9,56 9,30 12,35 11,46 11,09 7,91 8,16 6,54 7,88 

 

 Требуется подобрать подходящую  модель регрессии, характеризующую зависимость 

Y  от X , если известно, что ошибка 
2 1,3  . 

 Нанесем точки ( , )X Y  на координатную плоскость – построим корреляционное поле, 

соответствующее нашей выборке (рис. 8.1) 

Исходная выборка

0

2

4

6

8

10

12

14

0 2 4 6 8 10 12

X

Y Y

 

Рис. 8.1. Исходные данные 

  

Видим, что существует зависимость, между значениями Y  и X , причем зависимость явно 

нелинейная. Попробуем аппроксимировать эту зависимость для начала  полиномами 

различных порядков. Возьмем в качестве уравнения регрессии квадратное уравнение: 

2

0 1 2y x x    
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Чтобы воспользоваться МНК для оценки коэффициентов, проведем линеаризацию 

модели, положив 
2

1 2,x x x x  , получим 

0 1 1 2 2y x x     

Тогда оценку вектора параметров, согласно МНК, найдем как 

 
1

* T TX X X Y


   

Здесь X  - матрица, первый столбец которой содержит единицы, а второй и последующий 

значения 1x  и 2x . 

 Для облегчения подбора модели можно воспользоваться встроенными функциями 

пакета EXCEL (для выбранной модели все равно потом потребуется провести все 

вычисления вручную, чтобы построить доверительные интервалы).  В пакете анализа 

необходимо выбрать функцию “регрессия”, задать столбец значений Y  и матрицу, 

соответствующую X  (единичный столбец в этом случае задавать не надо). Если выбрать 

вывод остатков, то помимо регрессионной статистики, будут выведены и предсказанные 

значения  Y , т.е. 

* * * * 2

0 1 2y x x    

Для нашей модели, регрессионная статистика, полученная пакетом Fxcel будет иметь 

следующий вид: 

Таблица 8.1. 

ВЫВОД ИТОГОВ  

  

Регрессионная статистика 

Множественный R 0,852379622 

R-квадрат 0,72655102 

Нормированный R-

квадрат 0,694380552 

Стандартная ошибка 1,820336831 

Наблюдения 20 

 

Таблица 8.2. 

Дисперсионный 

анализ      

  df SS MS F Значимость F 

Регрессия 2  149,6702188 74,83510939 22,58750495 1,63336E-05 

Остаток 17 56,32303623 3,313119778   

Итого 19 205,993255 10,841750 0,305589  

 

Таблица 3. 

     

  Коэффициенты 

Стандартная 

ошибка t-статистика P-Значение 
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Y-пересечение -0,963028418 1,354297293 -0,711090853 0,486670901 

Переменная X1  2,604940094 0,594036759 4,385149663 0,000403854 

Переменная X2  -0,167559332 0,054953956 -3,049085893 0,007253372 

 

(продолжение таблицы 8.3) 

Нижние 95% Верхние 95% 

-3,82010793 1,894090386 

1,351577249 3,858001699 

-0,283477711 -0,051610008 

 

 Здесь в первой таблице: 

 Множественный R – корень квадратный из коэффициента детерминации 
2R ; 

 R-квадрат – коэффициент детерминации 

2

2 1

2

1

( )

( )

n

i

i

n

i

i

y y

R

y y














;  

 Нормированный R-квадрат – это скорректированная величина коэффициента 

детерминации, вычисляемая по формуле 
2 2 1

1 (1 )
1

n
R R

n k


  

 
; 

 Стандартная ошибка – значение 
2S S , где 

2 2

1

1
( )

1

n

i i

i

S y y
n k 

 
 

  - 

оценка дисперсии предсказания 2 ; 

 Наблюдения – объем выборки n . 

  

Во второй таблице: 

 df – степени свободы v ; 

 SS – сумма квадратов разностей:  

1) между модельными значениями и средним 

 
2 2

1

( )
n

ðåãðåññèÿ Ri

i

SS y y k S


    ; 

2) остатки  
2 2

1

( ) ( 1)
n

î ñò àò î ê i i

i

SS y y S n k


      ; 

3) между исходными данными и средним  

2 2

1

( ) ( 1)
n

èò î ãî i y

i

SS y y n S


     ; 

 /MS SS df ; 
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 F – статистика  

2

2

1

2
2

1

1
( )

1
( )

1

n

i

i R
Excel n

i i

i

y y
Sk

F
S

y y
n k







 


 




.  

Если рассчитать 

2

2

y

S
F

S
 , то получим 

3,313119
0,305589

10,841750
F   . 

 Значимость F – значение вероятности ( , , 1)F x k n k   при 

2

2

RS
x

S
 , т.е. это 

уровень значимости принятия нулевой гипотезы 0H . 

 

В третьей таблице: 

 Коэффициенты – значения оценок коэффициентов 
*

2

*

1

*

0 ,,  ;  

 Стандартная ошибка – значения оценок среднеквадратичных отклонений 

коэффициентов 
2 1( )T

j jj
s S X X      ;  

 t-статистика – наблюдаемые значения статистик критерия проверки значимости 

коэффициентов соответственно 

*

2 1( )

j

j
T

jj

t
S X X 




  

;  

 P-значения – достигнутые значения уровня значимости  jP x t . 

 Нижние и верхние границы 95%-го доверительного интервала 

* 2 1

0,05( ) ( )T

j jj
t v S X X      . 

 Соответствующий график предсказанных значений в сравнении с исходными 

данными имеет вид (рис. 8.2): 
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Сравнение модели с исходными данными 
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Рис. 8.2. Сравнение модели 
2

0 1 2y x x    с исходными данными 

 

 Отметим, что полученная оценка значения 1,3 1,14    велика: 1,82S  . Что 

касается коэффициентов модели, то, кроме 0 , все они значимо отличаются от нуля 

(достигнутый уровень значимости достаточно мал, поэтому можно отвергнуть гипотезу о 

равенстве коэффициентов нулю). 

 

Вопросы для самопроверки 
1. Что такое регрессионный анализ? 

2. Регрессионная, скедастическая, клитическая и синагическая зависимости изменения 

функции распределения случайной величины y  от x . 

3. Построение модели регрессии.  

4. Оценка адекватности регрессии. Доверительный интервал для уравнения регрессии. 

5. Оценка дисперсии коэффициентов регрессии и доверительных интервалов. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Статистические таблицы 

 

Таблица 1,  Квантили стандартного нормального  

распределения qu  ([2, стр, 314) 

 
q  

qu  q  
qu  q  

qu  q  
qu  

0,50 0,000000 0,70 0,524401 0,90 1,281552 0,983 2,120072 

0,51 0,025069 0,71 0,553385 0,91 1,340755 0,984 2,144411 

0,52 0,050154 0,72 0,582842 0,92 1,405072 0,985 2,170090 

0,53 0,075270 0,73 0,612813 0,93 1,474791 0,986 2,197286 

0,54 0,100434 0,74 0,643345 0,94 1,554774 0,987 2,226212 

0,55 0,125661 0,75 0,67449 0,95 1,644854 0,988 2,257129 

0,56 0,150969 0,76 0,706303 0,96 1,750686 0,989 2,290368 

0,57 0,176374 0,77 0,738847 0,97 1,880794 0,99 2,326348 

0,58 0,201893 0,78 0,772193 0,971 1,895698 0,991 2,365618 

0,59 0,227545 0,79 0,806421 0,972 1,911036 0,992 2,408916 

0,60 0,253347 0,80 0,841621 0,973 1,926837 0,993 2,457263 

0,61 0,279319 0,81 0,877896 0,974 1,943134 0,994 2,512144 

0,62 0,305481 0,82 0,915365 0,975 1,959964 0,995 2,575829 

0,63 0,331853 0,83 0,954165 0,976 1,977368 0,996 2,652070 

0,64 0,358459 0,84 0,994458 0,977 1,995393 0,997 2,747781 

0,65 0,385320 0,85 1,036433 0,978 2,014091 0,998 2,878162 

0,66 0,412463 0,86 1,080319 0,979 2,033520 0,999 3,090232 

0,67 0,439913 0,87 1,126391 0,980 2,053749   

0,68 0,467699 0,88 1,174987 0,981 2,074855   

0,69 0,495850 0,89 1,226528 0,982 2,096927   

 

Замечания: 

1. При нахождении q -квантилей для значений 0,5q   следует воспользоваться 

соотношением 1q qu u   . Например, 
0,4 1 0,4 0,6 0,253347u u u      . 

2. При отыскании 100%-ных точек pw  следует воспользоваться 

соотношением 1p pw u  . Например, 
0,05 0,95 1,644854w u   
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Таблица 2.  Критические точки распределения Стьюдента  

(t-распределение) ([2], стр. 309)  
Число 

степеней 

свободы 

v 

Уровень значимости q (двусторонняя критическая 

область) 

0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 

1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0 

2 2.92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6 

3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9 

4 2,13 2,78 3,75 4,60 7.7 8,61 

5 2,01 2.57 3,37 4,03 5,89 6,86 

6 1,94 2.45 3,14 3,71 5,21 5,96 

7 1,89 2,36 3.00 3,50 4,79 5,40 

8 1,86 2.31 2.90 3,36 4,50 5,04 

9 1,83 2.26 2.82 3,25 4,30 4,78 

10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59 

11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44 

12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4.32 

13 1,77  2,16 2,65 3,01 3,85 4,22 

14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14 

15 1,75 2.13 2,60 2,95 3,73 4.07 

16 1.75 2 12 2,58 2.92 3.69 4,01 

17 1,74 2.11 2,57 2.90 3,65 3,96 

18 1,73 2,10 2.55 2,88 3.61 3,92 

19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88 

20 1,73 2,09 2,53 2,85 3.55 3,85 

21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82 

22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79 

23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77 

24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3.74 

25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72 

26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71 

27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69 

28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66 

29 7,70 2,05 2,46 2.76 3,40 3,66 
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30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65 

40 1,68 2,02 2.42 2,70 3,31 3,55 

60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46 

120 1.66 1,98 2,36 2,62 3,17 3.37 

  1.64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29 

Число 

степеней 

свободы 
v 

0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 

Уровень -значимости q (односторонняя критическая 

область) 
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Т а б л и ц а 3. Значения ( ) /t n n  ([1], стр. 198) 

n    n    n    

 

 

0,90 0,95 0,99   

 

0,90 0,95 0,99  

 

0,90 0,95 0,99 

5 0,899 1,150 1,800 25 0,342 0,412 0,558 45 0,250 0,300 0,401 

6 0,739 1,000 1,510 26 0,334 0,403 0,545 46 0748 0,297 0,396 

7 0,715 0,890 1,320 27 0,328 0,394 0,532 47 0,245 0,294 0,392 

8 0,657 0,816 1,190 28 0,322 0,387 0,521 48 0742 0,290 0, 388 

9 0,611 0,754 1,080 29 0,316 0,380 0,513 49 0740 0,287 0783 

10 0,574 0,706 1,000 30 0,310 0,372 0,502 50 0737 0,284 0779 

11 0,541 0,663 0,936 31 0,304 0,366 0,492 55 0,226 0,270 0,360 

12 0,515 0,630 0,881 32 0,295 0,354 0,475 60 0,216 0,258 0,343 

13 0,491 0,598 0,833 33 0,290 0,349 0,468 65 0,207 0,248 0,329 

14 0,471 0,572 0,797 34 0,288 0,347 0,463 70 0,199 0,238 0,316 

15 0,453 0,550 0,762 35 0,286 0,346 0,461 75 0,192 0,230 0,305 

16 0,436 0,530 0,730 36 0,282 0,344 0,459 80 0,186 0,222 0,295 

17 0,422 0,512 0,704 37 0,278 0,333 0,447 90 0,175 0,209 0,277 

18 0,410 0,495 0,679 38 0,274 0,329 0,441 100 0,166 0,198 0,263 

19 0,396 0,479 0,655 39 0,270 0,324 0,434 120 0,151 0,181 0,239 

20 0,386 0,466 0,637 40 0,266 0,320 0,428 150 0,135 0,161 0,213 

21 0,376 0,454 0,618 41 0,264 0,316 0,422 200 0,117 0,139 0,184 

22 0,366 0,442 0,601 42 0,260 0,312 0,417 250 0,104 0,124 0,164 

23 0,357 0,431 0,585 43 0,256 0,308 0,411 300 0,095 0,114 0,150 

24 0,349 0,421 0,571 44 0,253 0,304 0,406 400 0,082 0,098 0,129 
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Таблица 4. Квантили распределения  2   ([1], с. 219)  

( v  – число степеней свободы) 

Здесь даны точки – корни уравнения 
/ 2 1 / 2

/ 2

0

1

2 ( / 2)

x

n y

n
y e dy

n

   
   

 

v    

 

 

0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99 

1 0,0001 0,0010 0,0039 0,0158 2,706 3,841 5,024 6,6350 

2 0,0201 0,0506 0,1030 0,2110 4,605 5,991 7,378 9,210 

3 0,1150 0,2160 0,3520 0,5840 6,251 7,815 9,348 11,345 

4 0,2970 0,4840 0,7110 1,0640 7,779 9,488 11,143 13,277 

5 0,5540 0,8310 1,1450 1,6100 9,236 11,070 12,832 15,086 

6 0,8720 1,2370 1,6350 2,2040 10,645 12,592 14,449 16,812 

7 1, 2390 1,6900 2,1670 2,8330 12,017 14,067 16,013 18,475 

8 1,6460 2,1800 2,7330 3,4900 13,362 15,507 17,535 20,090 

9 2,0880 2,7000 3,3250 4,1680 14,684 16,919 19,023 21,666 

10 2,5580 3,2470 3,9400 4,8650 15,987 18,307 20,483 23,209 

11 3,0530 3,8160 4,5750 5,5780 17,275 19,675 21,920 24,725 

12 3,5710 44040 5,2260 6,3040 18,549 21,026 23,3,36 26,217 

13 4,1070 5,0090 5,8920 7,0420 19,812 22,362 24,736 27,688 

14 4,6600 5,6290 6,5710 7,7900 21,064 23,685 26,119 29,141 

15 5,2290 6,2620 7,2610 8,5470 22,307 24,996 27,488 30,578 

16 5,8120 6,9080 7,9620 9,3120 23,542 26,296 28,845 32,000 

17 6,4080 7,5640 8,6720 10,0850 24,769 27,4587 30,191 33,409 

18 7,0150 8,2310 9,3900 10,8650 25,989 28,869 31,526 34,805 

19 7,6330 8,9070 10,1170 11,6510 27,204 30,144 32,852 36,191 

20 8,2600 9,5910 10,8510 12,4430 28,412 31,410 34,170 37,566 

21 8,8970 10,2830 11,5910 13,2400 29,615 32,671 35,479 38,232 

22 9,5420 10,9820 12,3380 14,0410 30,813 33,924 36,781 40,289 

23 10,1960 11,6880 13,0910 14,8480 32,007 35,172 38,076 41,638 

24 10,8560 12,4010 13,8480 15,6590 33,196 36,415 39,364 42,980 

25 11,5240 13,1200 14,6110 16,4730 34,382 37,652 40,646 44,314 

26 12,1980 13,8440 15,3790 17,2920 35,563 38,885 41,923 45,642 

27 12,8790 14,5730 16,151 18,1140 36,741 40,113 43,194 46,963 
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28 13,5650 15,3080 16,9280 18,9390 37,916 41,337 44,461 48,278 

29 14,2560 16,0470 17,7080 19,7680 39,087 42,557 45,722 49,588 

30 14,9530 16,7910 18,4930 20,5990 40,256 43,773 46,979 50,892 
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Таблица 5. Значения ( , )a r   ([1], стр. 200) 

 

r    r    r    

0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 

1 0,43 0,33 0,22 20 0,77 0,72 0,63 200 0,92 0,89 0,86 

2 0,51 0,42 0,30 25 0,79 0,74 0,66 250 0,92 0,90 0,87 

3 0,57 0,48 0,36 30 0,80 0,76 0,68 300 0,93 0,91 0,88 

4 0,60 0,52 0,40 40 0,83 0,78 0,71 400 0,94 0,92 0,89 

5 0,62 0,55 0,43 50 0,84 0,80 0,74 500 0,94 0,93 0,90 

6 0,65 0,57 0,46 60 0,86 0,82 0,76 600 0,95 0,94 0,91 

8 0,68 0,61 0,50 80 0,87 0,84 0,78 800 0,96 0,94 0,92 

10 0,70 0,64 0,53 100 0,88 0,86 0,80 1000 0,96 0,95 0,93 

15 0,74 0,68 0,59 150 0,90 0,88 0,84     

 

Таблица 6. Значения ( , )b r   ([1], стр. 201) 

r    r    r    

0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 

1 0,26 0,21 0,15 11 0,66 0,60 0,51 60 0,84 0,81 0,75 

2 0,38 0,32 0,24 12 0,67 0,62 0,53 80 0,86 0,83 0,78 

3 0,45 0,39 0,30 13 0,68 0,63 0,5-4 100 0,88 0,85 0,80 

4 0,50 0,44 0,35 14 0,69 0,64 0,55 150 0,90 0,87 0,83 

5 0,54 0,48 0,38 15 0,70 0,65 0,56 200 0,91 0,89 0,85 

6 0,57 0,51 0,40 20 0,74 0,69 0,60 250 0,92 0,90 0,86 

7 0,59 0,53 0,44 25 0,76 0,72 0,64 300 0,93 0,91 0,88 

8 0,62 0,55 0,46 30 0,78 0,74 0,66 400 0,94 0,92 0,89 

9 0,63 0,57 0,48 40 0,81 0,77 0,70 500 0,94 0,93 0,90 

10 0,65 0,59 0,50 50 0,83 0,79 0,73 600 0,95 0,94 0,91 
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Таблица 7. Критические точки распределения Фишера (F-распределение) 

([2], стр. 310) 

(v1 — число степеней свободы числителя, v2  — число степеней свободы 

знаменателя, при уровне значимости 1 0,05q    ) 

 

v2 v1 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,11 3,07 3,02 2,98 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 

19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 

21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 

23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 

24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 

25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 

26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 

27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 

28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 

29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 
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30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 

60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 

120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 1,91 

  3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83 

 

Окончание табл. 7  

 

v2 v1 

 

 

12 15 20 24 30 40 50 120   

1 243,9 245,9 248 249,1 250,1 251,1 252,2 253,3 254,3 

2 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50 

3 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 8,53 

4 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63 

5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36 

6 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67 

7 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23 

8 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93 

9 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,71 

10 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54 

11 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 2,40 

12 2,69 2,62 2,54 2,51 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30 

13 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21 

14 2,53 2,46 2,39 2,35 2,31 2,27 2,22 2,18 2,13 

15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07 

16 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01 

17 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96 

18 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92 

19 2,23 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 1,88 

20 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84 

21 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96  1,92 1,87 1,81 

22 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,78 

23 2,20 2,13 2,05 2,01 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76 

24 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73 

25 2,16 2,09 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71 

26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69 
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27 2,13 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67 

28 2,12 2,04 1,96 1,91 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65 

29 2,10 2,03 1,94 1,90 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64 

30 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62 

40 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51 

60 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39 

120 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25 

  1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1,00 
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Таблица 8. Критические знамения ( , )g k n  статистики  

Кохрана для доверительной вероятности 0,95  ([1], стр, 418) 

 

 

k  

n  

2 3 4 5 6 7 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

15 

20 

30 

0,999 

0,993 

0,967 

0,928 

0,883 

0,838 

0,794 

0,754 

0,707 

0,653 

0,548 

0,480 

0,363 

0,995 

0,942 

0,864 

0,788 

0,722 

0,664 

0,615 

0,573 

0,536 

0,475 

0,407 

0,330 

0,241 

0,979 

0,883 

0,781 

0,696 

0,626 

0,568 

0,521 

0,481 

0,447 

0,392 

0,332 

0,265 

0,191 

0,959 

0,833 

0,721 

0,633 

0,563 

0,508 

0,463 

0,425 

0,393 

0,343 

0,288 

0,229 

0,163 

0,937 

0,793 

0,676 

0,587 

0,519 

0,466 

0,423 

0,387 

0,357 

0,310 

0,259 

0,205 

0,145 

0,917 

0,761 

0,641 

0,553 

0,487 

0,435 

0,393 

0,359 

0,331 

0,286 

0,239 

0,188 

0,133 

 

k  

n  

8 У 10 11 17 37 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

15 

20 

30 

0,899 

0,733 

0,613 

0,526 

0,461 

0,410 

0,370 

0,338 

0,311 

0,268 

0,223 

0,175 

0,123 

0,882 

0,711 

0,590 

0,504 

0,440 

0,391 

0,352 

0,321 

0,294 

0,253 

0,210 

0,165 

0,116 

0,867 

0,691 

0,570 

0,485 

0,423 

0,375 

0,337 

0,307 

0,281 

0,242 

0,200 

0,157 

0,110 

0,854 

0,673 

0,554 

0,470 

0,408 

0,362 

0,325 

0,295 

0,270 

0,232 

0,192 

0,150 

0,105 

0,795 

0,606 

0,488 

0,409 

0,353 

0,310 

0,278 

0,251 

0,230 

0,196 

0,161 

0,125 

0,087 

0,707 

0,515 

0,406 

0,335 

0,286 

0,249 

0,221 

0,199 

0,181 

0,153 

0,125 

0,096 

0,066 
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Т а б л и ц а  9 

Критические значения ( , )L k n  критерия Пейджа  

для доверительной вероятности 0,95   ([1|, стр. 483) 

 

 

n  

 

 

k  

3 4 5 6 7 8 

2 28 58 103 166 252 362 

3 41 84 150 244 370 532 

4 54 111 197 321 487 701 

5 66 137 244 397 603 869 

6 79 163 291 474 719 1037 

7 91 189 338 550 835 1204 

8 104 214 384 625 950 1371 

9 116 240 431 701 1065 1537 

10 128 266 477 777 1180 1703 

11 141 292 523 852 1295 1868 

12 153 317 570 928 1410 2035 

 

Для 3k     

 
13 14 15 16 20

( , ) 165 178 190 202 251

n

L k n




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Таблица 10. Функция распределение Вальда ( )cW x  ([1], стр. 440) 

 
 

x  

 

c  

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,07 0,10 0,20 

0,006 0,1986 0,0692 0,0261 0,0102 0,0041    

0,007 0,2343 0,0928 0,0396 0,0175 0,0079 0,0017   

0,008 0,2662 0,1161 0,0544 0,0264 0,0130 0,0033   

0,009 0,2948 0,1388 0,0699 0,0364 0,0194 0,0057   

0,01 0,3205 0,1605 0,0858 0,0473 0,0266 0,0087 0,0017  

0,02 0,4843 0,3237 0,2227 0,1637 0,1196 0,0658 0,0280 0,0019 

0,03 0,5693 0,4225 0,3269 0,2582 0,2067 0,1357 0,0749 0,0120 

0,04 0,6232 0,4891 0,3981 0,3301 0,2769 0,1992 0,1256 0,0309 

0,05 0,6612 0,5376 0,4518 0,3860 0,3334 0,2536 0,1736 0,0554 

0,04 0,6899 0,5750 0,4939 0,4309 0,3795 0,3000 0,2170 0,0826 

0,07 0,7125 0,6048 0,5281 0,4677 0,4282 0,3399 0,2559 0,1106 

0,08 0,7309 0,6294 0,5565 0,4987 0,4508 0,3744 0,2906 0,1383 

0,09 0,7465 0,6500 0,5806 0,5252 0,4790 0,4046 0,3217 0,1652 

 0,10 0,7593 0,6677 0,6013 0,5482 0,5036 0,4313 0,3498 0,1909 

0,11 0,7706 0,6831 0,6195 0,5683 0,5252 0,4555 0,3751 0,2153 

0,12 0,7805 0,6967 0,6355 0,5682 0,5445 0,4764 0,3981 0,2385 

0,13 0,7893 0,7087 0,6498 0,6022 0,5619 0,4957 0,4191 0,2604 

0,14 0,7971 0,7194 0,6626 0,6166 0,5775 0,5132 0,4384 0,2810 

0,15 0,8041 0,7292 0,6742 0,6297 0,5918 0,5292 0,4592 0,3006 

0,20 0,8312 0,7667 0,7192 0,6806 0,6476 0,5928 0,5277 0,3835 

0,25 0,8498 0,7926 0,7506 0,7163 0,6870 0,6381 0,5797 0,4478 

0,30 0,8635 0,8119 0,7740 0,7431 0,7166 0,6725 0,6196 0,4990 

0,35 0,8743 0,8270 0,7923 0,7641 0,7400 0,6997 0,6514 0,5409 

0,40 0,8829 0,8391 0,8071 0,7811 0,7589 0,7219 0,6776 0,5760 

0,45 0,8901 0,8493 0,8194 0,7953 0,7748 0,7405 0,6996 0,5958 

0,50 0,8962 0,8578 0,8300 0,8074 0,7882 0,7563 0,7183 0,6316 

0,55 0,9015 0,8562 0,8390 0,8178 0,7998 0,7700 0,7345 0,6541 

0,60 0,9060 0,8717 0,8469 0,8269 0,8100 0,7819 0,7488 0,6739 

0,65 0,9101 0,8774 0,8590 0,8350 0,8190 0,7926 0,7614 0,6916 

0,70 0,9137 0,8824 0,8601 0,8421 0,8270 0,8020 0,7727 0,7074 

0,75 0,9169 0,8871 0,8657 0,8486 0,8342 0,8106 0,7829 0,7218 

0,80 0,9198 0,8912 0,8707 0,8544 0,8407 0,8183 0,7921 0,7347 

0,85 0,9225 0,8949 0,8754 0,8598 0,8467 0,8253 0,8005 0,7466 

0,90 0,9249 0,8984 0,8796 0,8646 0,8521 0,8318 0,8082 0,7575 

0,95 0,9272 0,9016 0,8835 0,8691 0,8571 0,8377 0,8153 0,7675 
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1,0 0,9292 0,9045 0,8871 0,8771 0,8618 0,8419 0,8219 0,7768 

1,1 0,9329 0,9098 0,8835 0,8807 0,8701 0,8530 0,8336 0,7934 

1,2 0,9362 0,9143 0,8991 0,8871 0,8773 0,8616 0,8439 0,8097 

1,3 0,9390 0,9183 0,9040 0,8929 0,8873 0,8691 0,8529 0,8206 

1,4 0,9416 0,9220 0,9074 0,8980 0,8894 0,8758 0,8608 0,8319 

1,5 0,9349 0,9252 0,9124 0,9025 0,8945 0,8818 0,8681 0,8419 

1,6 0,9459 0,9281 0,9160 0,9066 0,8991 0,8873 0,8745 0,8510 

1,7 0,9478 0,9308 0,9192 0,9104 0,9033 0,8922 0,8804 0,8592 

1,8 0,9495 0,9332 0,9222 0,9138 0,9071 0,8967 0,8858 0,8667 

1,9 0,9511 0,9354 0,9249 0,9170 0,9106 0,9009 0,8907 0,8735 

2,0 0,9526 0,9375 0,9274 0,9199 0,9138 0,9047 0,8952 0,8798 

2,5 0,9585 0,9458 0,9376 0,9316 0,9269 0,9201 0,9134 0,9046 

3,0 0,9629 0,9520 0,9451 0,9402 0,9365 0,9313 0,9266 0,9222 

3,5 0,9663 0,9568 0,9509 0,9468 0,9438 0,9398 0,9366 0,9353 

 

Продолжение таблицы 10 

 
x  c  

 

 
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,07 0,10 0,20 

4,0 0,9690 0,9606 0,9555 0,9521 0,9497 0,9466 0,9445 0,9454 

4,5 0,9713 0,9638 0,9594 0,9565 0,9545 0,9522 0,9508 0,9538 

5,0 0,9732 0,9663 0,9626 0,9601 0,9585 0,9568 0,9561 0,9598 

6,0 0,9762 0,9706 0,9677 0,9659 0,9649 0,9640 0,9643 0,9694 

7,0 0,9786 0,9739 0,9716 0,9703 0,9697 0,9694 0,9704 0,9762 

8,0 0,9805 0,9765 0,9747 0,9738 0,9734 0,9737 0,9750 0,9812 

9,0 0,9820 0,9786 0,9772 0,9766 0,9765 0,9771 0,9787 0,9849 

10,0 0,9833 0,9804 0,9793 0,9790 0,9790 0,9798 0,9816 0,9878 

15,0 0,9877 0,9863 0,9862 0,9865 0,9870 0,9884 0,9904 0,9952 

20,0 0,9903 0,9897 0,9900 0,9906 0,9912 0,9926 0,9944 0,9979 

25,0 0,9920 0,9918 0,9924 0,9931 0,9938 0,9951 0,9966 0,9990 

30,0 0,9932 0,9932 0,9940 0,9947 0,9954 0,9966 0,9980 0,9996 

40,0 0,9949 0,9954 0,9961 0,9968 0,9974 0,9982 0,9991 0,9999 

50,0 0,9960 0,9966 0,9973 0,9979 0,9984 0,9990 0,9995 0,9999 

100,0 0,9983 0,9990 0,9994 0,9996 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 

x  0,3 0,5 0,7 0,9 1,0 1,2 1,4 1,6 

0,03 0,0021        

0,04 0,0083        

0,05 0,0192 0,0025       

0,06 0,0340 0,0063 0,0012      

0,07 0,0515 0,0122 0,0031      

0,08 0,0706 0,0201 0,0069      

0,09 0,0907 0,0298 0,0104      

0,10 О,1112 0,0410 0,0159 0,0064 0,0041 0,0017   

0,11 0,1316 0,0533 0,0227 0,0090 0,0066 0,0030   

0,12 0,1518 0,0664 0,0306 0,0145 0,0100 0,0049 0,0024 0,0012 

0,13 0,1715 0,0802 0,0395 0,0199 0,0143 0,0074 0,0039 0,0020 
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0,14 0,1907 0,0945 0,0491 0,0262 0,0193 0,0106 0,0058 0,0032 

0,15 0,2093 О,1089 0,0595 0,0333 0,0251 0,0144 0,0083 0,0049 

0,20 0,2926 0,1814 0,1175 0,0778 0,0637 0,0431 0,0295 0,0202 

0,25 0,3614 0,2492 0,1787 0,1309 0,1127 0,0842 0,0634 0,0481 

0,30 0,4183 0,3039 0,2379 0,1863 0,1657 0,1322 0,1062 0,0859 

0,35 0,4662 0,3635 0,2930 0,2406 0,2190 0,1829 0,1538 0,1301 

0,40 0,5070 0,4109 0,3435 0,2921 0,2706 0,2337 0,2033 0,1777 

0,45 0,5421 0,4528 0,3894 0,3402 0,3194 0,2832 0,2527 0,2266 

0,50 0,5727 0,4901 0,4310 0,3878 0,3650 0,3303 0,3007 0,2750 

0,55 0,5997 0,5234 0,4688 0,4258 0,4072 0,3746 0,3466 0,3220 

0,60 0,6236 0,5534 0,5031 0,4635 0,4464 0,4162 0,3900 0,3670 

0,65 0,6450 0,5804 0,5343 0,4981 0,4825 0,4548 0,4308 0,4096 

0,70 0,6643 0,6048 0,5628 0,5299 0,5158 0,4907 0,4690 0,4498 

0,75 0,6817 0,6271 0,5889 0,5592 0,5464 0,5239 0,5045 0,4874 

0,80 0,6976 0,6474 0,6128 0,5861 0,5747 0,5547 0,5376 0,5225 

0,85 0,7121 0,6661 0,6348 0,6109 0,6008 0,5833 0,5683 0,5552 

0,90 0,7254 0,6833 0,6551 0,6339 0,6250 0,6097 0,5967 0,5855 

1,0 0,7490 0,7138 0,6911 0,6748 0,6681 0,6568 0,6477 0,6400 

1,1 0,7693 0,7400 0,7221 0,7099 0,7025 0,6975 0,6915 0,6868 

1,2 0,7870 0,7628 0,7491 0,7404 0,7372 0,7325 0,7293 0,7272 

1,3 0,8025 0,7828 0,7726 0,7669 0,7651 0,7629 0,7619 0,7619 

1,4 0,8163 0,8003 0,7932 0,7901 0,7894 0,7893 0,7902 0,7928 

 

 
Продолжение таблицы 10 

 

x  c  

0,3 0,5 0,7 0,9 1,0 1,2 1,4 1,6 

1,5 0,8286 0,8160 0,8114 0,8105 0,8108 0,8123 0,8148 0,8177 

1,6 0,8396 0,8299 0,8276 0,8284 0,8295 0,8325 0,8361 0,8401 

1,7 0,8495 0,8424 0,8420 0,8487 0,8461 0,8502 0,8547 0,8595 

1,8 0,8585 0,8536 0,8549 0,8585 0,8608 0,8658 0,8701 0,8764 

1,9 0,8667 0,8638 0,8664 0,8711 0,8738 0,8795 0,8853 0,8911 

2,0 0,8742 0,8731 0,8769 0,8824 0,8855 0,8917 0,8979 0,9039 

2,5 0,9036 0,9086 0,9161 0,9240 0,9278 0,9350 0,9416 0,9476 

3,0 0,9240 0,9321 0,9411 0,9434 0,9532 0,9599 0,9657 0,9707 

3,5 0,9389 0,9486 0,9578 0,9656 0,9690 0,9748 0,9794 0,9833 

4,0 0,9500 0,9604 0,9692 0,9762 0,9791 0,9838 0,9875 0,9903 

4,5 0,9587 0,9690 0,9772 0,9833 0,9857 0,9895 0,9922 0,9943 

5,0 0,9654 0,9755 0,9830 0,9881 0,9901 0,9931 0,9952 0,9966 

6,0 0,9753 0,9844 0,9902 0,9939 0,9951 0,9969 0,9981 0,9988 

7,0 0,9819 0,9898 0,9942 0,9967 0,9975 0,9986 0,9992 0,9995 

8,0 0,9865 0,9932 0,9965 0,9982 0,9987 0,9993 0,9996 0,9997 

9,0 0,9898 0,9954 0,9979 0,9990 0,9993 0,9997 0,9998 0,9998 
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10,0 0,9922 0,9968 0,9987 0,9994 0,9996 0,9998 0,9999 0,9999 

15,0 0,9977 0,9994 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

20,0 0,9993 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

50,0 0,9996 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

x  1,8 2,0 2,2 2/1 2,6 2,8 3,0 3,2 

0,15 0,0028 0,0017       

0,20 0,0140 0,0097 0,0068 0,0047 0,0033 0,0023 0,0016 0,0011 

0,25 0,0366 0,0280 0,0215 0,0166 0,0128 0,0099 0,0770 0,0060 

0,30 0,0697 0,0569 0,0465 0,0382 0,0314 0,0259 0,0214 0,0177 

0,35 0,1105 0,0942 0,0806 0,0691 0,0594 0,0511 0,0441 0,0381 

0,40 0,1561 0,1375 0,1215 0,1076 0,0955 0,0849 0,0756 0,0674 

0,45 0,2039 0,1842 0,1667 0,1513 0,0138 0,1253 0,1143 0,1044 

0,50 0,2524 0,2323 0,2144 0,1983 0,1837 0,1705 0,1584 0,1474 

0,55 0,3000 0,2806 0,2629 0,2468 0,2320 0,2185 0,2060 0,1945 

0,60 0,3464 0,3278 0,3109 0,2953 0,2810 0,2678 0,2554 0,2440 

0,65 0,3906 0,3734 0,2576 0,3431 0,3296 0,3170 0,3053 0,2943 

0,70 0,4325 0,4168 0,4025 0,3892 0,3769 0,3654 0,3545 0,3443 

0,75 0,4720 о! 4580 0,4452 0,4334 0,4223 0,4121 0, 402 4 0,3932 

0,80 0,5100 0,4967 0,4856 0,4752 0,4657 0,4567 0,4483 0,4403 

0,85 0,5435 0,5330 0,5235 0,5147 0,5065 0,4990 0,4919 0,4852 

0,90 0,5757 0,5669 0,5589 0,5516 0,5450 0,5387 0,5330 0,5376 

0,95 0,6056 0,5984 0,5920 0,5861 0,5808 0,5759 0,5714 0,5673 

1,0 0,6334 0,6277 0,6227 0,6182 0,6142 0,6106 0,6073 0,6043 

1,1 0,6831 0,6800 0,6776 0,6755 0,6738 0,6725 0,6713 0,6704 

1,2 0,7258 0,7250 0,7246 0,7245 0,7247 0,7252 0,6958 0,7265 

1,3 0,7624 0,7634 0,7647 0,7662 0,7679 0,7698 0,7717 0,7737 

1,4 0,7939 0,7936 0,7989 0,8016 0,8044 0,8073 0,8102 0,8131 

1,5 0,8201 0,8244 0,8280 0,8316 0,8352 0,8388 0,8423 0,8458 

1,6 0,8442 0,8484 0,8527 0,8569 0,8611 0,8651 0,8691 0,8729 

1,7 0,8643 0,8691 0,8738 0,8784 0,8828 0,8872 0,8913 0,8953 

1,8 0,8816 0,8818 0,8918 0,8966 0,9011 0,9056 0,9098 0,9138 

1,9 0,9066 0,9020 0,9071 0,9120 0,9166 0,9209 0,9251 0,9290 

2,0 0,9096 0,9150 0,9218 0,9250 0,9295 0,9338 0,9378 0,9415 

 

 

Продолжение таблицы 10 
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x  c  
1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 

2,5 0,9530 0,9578 0,9621 0,9659 0,9694 0,9725 0,9725 0,9777 

3,0 0,9749 0,9785 0,9816 0,9842 0,9865 0,9884 0,9900 0,9914 

3,5 0,9863 0,9889 0,9909 0,9926 0,9939 0,9950 0,9959 0,9966 

4,0 0,9925 0,9942 0,9954 0,9964 0,9972 0,9978 0,9983 0,9987 

4,5 0,9958 0,9969 0,9977 0,9983 0,9987 0,9990 0,9992 0,9994 

5,0 0,9976 0,9983 0,9988 0,9992 0,9994 0,9996 0,9997 0,9998 

6,0 0,9992 0,9995 0,9997 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

7,0 0,9997 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

8,0 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

x  3,4 3,6 3,8 4,0 4,2 4,4 4,6 4,8 

0,25 0,0046 0,0036 0,0028 0,0022 0,0017 0,0013 0,0010  

0,30 0,0146 0,0121 0,0100 0,0084 0,0070 0,0058 0,0048  

0,35 0,0330 0,0285 0,0247 0,0214 0,0186 0,0162 0,0141  

0,40 0,0602 0,0538 0,0481 0,0431 0,0386 0,0347 0,0311  

0,45 0,0955 0,0874 0,0801 0,0735 0,0674 0,0619 0,0569  

0,50 0,1373 0,1280 0,1195 0,1116 0,1043 0,0975 0,0913  

0,55 0,1838 0,1738 0,1645 0,1559 0,1478 0,1402 0,1330  

0,60 0,2332 0,2231 0,2136 0,2046 0,1962 0,1882 0,1806  

0,65 0,2839 0,2741 0,2648 0,2560 0,2477 0,2397 0,2321  

0,70 0,3347 0,3256 0,3169 0,3086 0,3007 0,2931 0,2859  

0,75 0,3846 0,2763 0,3685 0,3610 0,3539 0,3470 0,3404  

0,80 0,4328 0,4256 0,4188 0,4123 0,4061 0,4000 0,3943  

0,85 0,4789 0,4729 0,4671 0,4617 0,4565 0,4515 0,4467  

0,90 0,5225 0,5176 0,5131 0,5087 0,5046 0,5006 0,4968  

0,05 0,5634 0,5597 0,5563 0,5530 0,5499 0,5470 0,5442  

1,0 0,6015 0,6000 0,5966 0,5944 0,5923 0,5904 0,5886  

1,1 0,6700 0,6691 0,6686 0,6682 0,6680 0,6678 0,6677 0,6677 

1,2 0,7274 0,7283 0,7296 0,7305 0,7316 0,7328 0,7341 0,7353 

1,3 0,7758 0,7779 0,7800 0,7822 0,7844 0,7865 0,7887 0,7909 

1,4 0,8160 0,8189 0,8218 0,8247 0,8275 0,8303 0,8330 0,8357 

1,5 0,8493 0,8527 0,8560 0,8593 0,8624 0,8656 0,8686 0,8716 

1,6 0,8767 0,8804 0,8839 0,8873 0,8906 0,8939 0,9870 0,9000 

1,7 0,8992 0,9029 0,9065 0,9099 0,9132 0,9164 0,9194 0,9224 

1,8 0,9176 0,9213 0,9248 0,9281 0,9312 0,9343 0,9371 0,9399 

1,9 0,9327 0,9362 0,9395 0,9426 0,9455 0,9484 0,9510 0,9535 

2,0 0,9450 0,9483 0,9514 0,9542 0,9570 0,9595 0,9619 0,9641 

2,5 0,9799 0,9819 0,9837 0,9853 0,9868 0,9881 0,9892 0,9903 

3,0 0,9926 0,9936 0,9945 0,9953 0,9959 0,9965 0,9970 0,9974 

4,0 0,9969 0,9992 0,9994 0,9995 0,9996 0,9997 0,9998 0,9998 

5,0 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

x  5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 

0,30 0,0033 0,0021 0,0014      

0,35 0,0107 0,0076 0,0054 0,0039 0,0028 0,0020 0,0014 0,0010 

0,40 0,0251 0,0192 0,0148 0,0115 0,0089 0,0069 0,0053 0,0041 

0,45 0,0482 0,0392 0,0320 0,0261 0,0215 0,0176 0,0145 0,0120 

0,50 0, 0801 0,0682 0,0582 0,0498 0,0427 0,0366 0,0315 0,0271 

0,55 0,1200 0,1058 0,0035 0,0828 0,0735 0,0653 0,0581 0,0518 

0,60 0,1666 0,1510 0,1371 0,1248 0,1137 0,1038 0,0949 0,0869 
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Окончание таблицы 10 

 
x  c  

 

 

5,0 5,5 6,0 6,5 7,0      7,5 8,0 8,5 

0,65 
0,70 

0,75 

0,80 
0,85 

0,90 

0,05 

1,1 
1,2 

1,3 

1,4 
1,5 

1,6 

1,7 

1,8 
1,9 

2,0 

2,5 
3,0 

4,0 

5,0 

0,2180 
0,2723 

0,3279 

0,3834 
0,4376 

0,4897 

0,5390 

0,6677 
0,7366 

0,7930 

0,8384 
0,8745 

0,9030 

0,0252 

0,9425 
0,9559 

0,0662 

0,0912 
0,9977 

0,9998 

0,9999 

0,2019 
0,2567 

0,3135 

0,3707 
0,4270 

0,4814 

0,5331 

0,6680 
0,7399 

0,7083 

0,8449 
0,8815 

0,9099 

0,9318 

0,9485 
0,9613 

0,9709 

0,9032 
0,9984 

0,9999 

0,9999 

0,1874 
0,2424 

0,3002 

0,3590 
0,4173 

0,4738 

0,5277 

0,6685 
0,7433 

0,8036 

0,8511 
0,8880 

0,9163 

0,9377 

0,9539 
0,9659 

0,9740 

0,9947 
0,9989 

0,9999 

0,9990 

0,1742 
0,2293 

0,2879 

0,3481 
0,4082 

0,4668 

0,5228 

0,6693 
0,7467 

0,8086 

0,8570 
0,8941 

0,9222 

0,0431 

0,9586 
0,9700 

0,0784 

0,0959 
0,9992 

0,9999 

0,9999 

0,1623  0,1513 
0,2172   0,2060 

0,2765   0,2658 

0,3370  0,3283 
0,3997  0,3917 

0,4602   0,4541 

0,5283  0,5140 

0,6702   0,6712 
0,7501   0,7535 

0,8136   0,8184 

0,8627  0,8681 
0,8999  0,9053 

0,9276   0,9326 

0,9480  0,9524 

0,9629  0,9666 
0,9736   0,9767 

0,9813  0,9838 

0,9968   0,9975 
0,9995   0,9996 

0,9999  0,9999 

0,9999   0,9999 

0,1412 
0,1956 

0,2557 

0,3103 
0,3841 

0,4482 

0,5101 

0,6723 
0,7569 

0,8231 

0,8733 
0,9104 

0,9473 

0,9565 

0,9700 
0,9795 

0,9860 

0,9080 
0,9997 

0,9999 

0,9999 

0,1320 
0,1859 

0,2462 

0,3107 
0,3769 

0,4429 

0,5053 

0,6734 
0,7603 

0,8277 

0,8782 
0,9152 

0,9416 

0,9601 

0,9730 
0,9819 

0,9870 

0,9985 
0,9997 

0,9999 

0,9999 

x  9,0 10 15 20 25      30 35 40 

0,40 

0,50 
0,55 

0,60 

0,65 
0,70 

0,75 

0,80 
0,85 

0,90 

0,05 

1,0 
1,1 

1,2 

1,3 
1,4 

1,5 

1,6 

1,7 
1,8 

1,9 

2,0 
2,5 

3,0 

0,0032 

0,0234 
0,0462 

0,0796 

0,1235 
0,1768 

0,2373 

0,3026 
0,3701 

0,4374 

0,5028 

0,5648 
0,6747 

0,7636 

0,8321 
0,8830 

0,0197 

0,9455 

0,9635 
0,0757 

0,0840 

0,9895 
0,9988 

0,9999 

0,0020 

0,0174 
0,0369 

0,0670 

0,1084 
0,1603 

0,2209 

0,2874 
0,3572 

0,4276 

0,4063 

0,5616 
0,6772 

0,7701 

0,8405 
0,8918 

0,9279 

0,9457 

0,9693 
0,9802 

0,9874 

0,9921 
0,9993 

0,9999 

 

0,0042 
0,0124 

0,0294 

0,0584 
0,1015 

0,1586 

0,2270 
0,3057 

0,3881 

0,4700 

0,5507 
0,6913 

0,7996 

0,8758 
0,9260 

0,9573 

0,9760 

0,9868 
0,9920 

0,9962 

0,9980 
0,9999 

0,9999 

 

0,0010 
0,0045 

0,0134 

0,0320 
0,0864 

0,1100 

0,1852 
0,2310 

0,3580 

0,4512 

0,5441 
0,7052 

0,8243 

0,0022 
0,9486 

0,0742 

0,9876 

0,9942 
0,0974 

0,0988 

0,9995 
0,9999 

0,9999 

 

 
 

0,0063  0,0030 

0,0131   0,0064 
0,0442   0,0131 

0,0840  0,0620 

0,1528   0,1273 
0,2311   0,2111 

0,3334   0,3124 

0,4284  0,4250 

0,5395   0,5361 
0,7184  0,7307 

0,8452   0,8631 

0,9223  0,9379 
0,9638   0,9743 

0,9842   0,9902 

0,9934   0,9965 

0,9974   0,9988 
0,9900  0,9996 

0,9906   0,9999 

0,9999  0,9999 
0,9999  0,9999 

0,9999   0,9999 

 

 
 

0,0014 

0,0064 
0,0204 

0,0512 

0,1068 
0,1873 

0,2940 

0,4120 

0,5335 
0,7421 

0,8795 

0,9501 
0,9817 

0,9039 

0,9981 

0,9995 
0,9008 

0,9009 

0,9999 
0,9999 

0,9999 

 

 
 

 

0,0032 
0,0140 

0,0330 

0,0901 
0,1640 

0,2775 

0,3940 

0,5313 
0,7528 

0,8919 

0,9597 
0,9869 

0,9961 

0,9990 

0,9997 
0,9990 

0,9990 

0,9999 
0,9999 

0,9999 

 

Таблица 11.  Критические значения статистики Дарбина-Ватсона (  – 

доверительная вероятность, k –  число коэффициентов в модели  

0 1 1 2 2( ) ( ) ( )k ky f x f x f x      ([1], стр, 659) 
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n  

 

  
k  

1 2 3 4 5 

1D  2D  1D  2D  1D  2D  1D  2D  1D  2D  

15 0,95 1,08 1 ,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21 

0,99 0,81 1,07 0,70 1,25 0,59 1,46 0,49 1,70 0,39 1,96 

20 0,95 1 ,20 1,41 1,10 1 ,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99 

0,99 0,95 1,15 0,86 1,27 0,77 1,41 0,68 1,57 0,60 1,74 

25 0,95 1 ,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89 

0,99 1,05 1,21 0,98 1,30 0,90 1,41 0,83 1,52 0,75 1,65 

30 0,95 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83 

0,99 1,13 1,26 1,07 1 ,34 1,01 1,42 0,94 1,51 0,88 1,61 

40 0,95 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79 

0,99 1,25 1,34 1,20 1,40 1,15 1,46 1,10 1,52 1,05 1,58 

50 0,95 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77 

0,99 1 ,32 1,40 1,28 1 ,45 1,24 1,49 1 ,20 1,54 1,16 1,59 

60 0,95 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77 

0,99 1,38 1,45 1,35 1,48 1,32 1,52 1,28 1,56 1,25 1,60 

80 0,95 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77 

0,99 1,47 1,52 1,44 1,54 1,42 1,57 1,39 1,60 1,36 1,62 

100 0,95 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1 ,59 1,76 1,57 1,78 

0,99 1,52 1,56 1,50 1,58 1,48 1,60 1,46 1,63 1,44 1,65 
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