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ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ И ЕЕ МЕСТО
В УЧЕБНОМ ПРОЦЕССЕ

Цель дисциплины – является овладение студентами основных подходов к решению  оптимизационных  задач, начиная от методов минимизации функций одной переменной и кончая методами, применяемыми для решения нелинейных задач условной оптимизации большой размерности, задачами вариационного исчисления и оптимального управления.

Задачей дисциплины является изучение общих принципов построения оптимизационных моделей прикладных задач и методов их решения.
.
В результате освоения содержания дисциплины «Методы оптимизации» студент должен:

Знать 

· основные идеи и алгоритмы оптимизации;

· методы поиска экстремума функций одной и многих переменных;

· модели и методы линейного программирования;

· методы нелинейного программирования для задач с ограничениями. 

Уметь 

· разрабатывать модели и алгоритмы задач, с использованием методов оптимизации;

· разрабатывать программы, реализующие численные методы оптимизации на ЭВМ.

Владеть 

· навыками применения базового инструментария методов оптимизации для решения прикладных задач; 

· методикой построения, анализа и применения моделей оптимизации в профессиональной деятельности.

Дисциплина «Методы оптимизации» относится к дисциплинам по выбору из цикла общих математических и естественнонаучных дисциплин направления.
Дисциплина "Методы оптимизации" читается в 8 семестре и предусматривает чтение лекций, проведение практических занятий, выполнение контрольных работ, получение различного рода консультаций.

Успешное овладение  данной дисциплиной  предполагает предварительные знания по высшей математике и программированию, умение работать с компьютером в различных средах. Эти знания студенты приобретают при изучении дисциплин: «Алгебра и геометрия», «Математический анализ», «Вычислительная математика», «Программирование на языке высокого уровня»,  «Структуры и алгоритмы обработки данных».

Изучив дисциплину «Методы оптимизации», студенты смогут использовать эти знания при подготовке ВКР. 
2 СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ 
Тема 1. Введение
Методологические основы оптимизации. Применение  методов оптимизации в инженерной  практике. Связь с теорией автоматического управления. Исторический путь становления  различных  методов оптимизации. Цель, задачи и содержание курса.

Литература 1,2,4,7,10
Тема 2. Постановка и классификация задач
Содержательные и формализованные постановки задач оптимизации. Критерии качества и ограничения. Классификация задач оптимизации по виду целевой функции, критерию и типу ограничений. Задачи математического программирования и управления.

Литература 1,2,4,7,10
Тема 3. Анализ экстремальных задач (минимизация функций)
Необходимые и достаточные условия существования экстремума функций без ограничений (скалярный и векторный случаи). Необходимые и достаточные условия существования условного экстремума в задачах с ограничениями. Теорема Сильвестра. Квадратичные формы. Функция Лагранжа. Условия оптимальности в терминах  седловых  точек функции Лагранжа. Теорема Куна - Таккера.  Принцип двойственности в задачах математического программирования.

Литература 1,2,4,7,10
Тема 4. Методы минимизации функций
4.1. Методы одномерного поиска

Математическая постановка  задачи.  Унимодальность и основные свойства унимодальных функций. Глобальная и асимптотическая сходимость. Методы исключения интервалов: равномерного поиска, дихотомии,  Фибоначчи, золотого сечения, метод ломанных. Полиномиальная аппроксимация и методы точечного оценивания. Методы оптимизации с использованием производных. Сравнительные оценки методов.

4.2. Методы поиска экстремума функций многих переменных.

Методы покоординатного спуска, метод Хука-Дживса, метод сопряженных направлений Пауэлла. Градиентные методы:  метод Коши,  метод Ньютона, метод Флетчера-Ривза. Алгоритмы с самонастройкой параметра длины рабочего шага.  Проблемы вычисления  элементов матрицы Гессе. Квазиньютоновские методы, методы с переменной  метрикой.  Алгоритмы Дэвидона-Флетчера-Пауэлла, Поллака-Рибьера, Бройдена-Флетчера-Шенно. Сравнение методов и результатов вычислительных экспериментов.    

Литература 1,2,4,7,10
Тема 5. Модели и методы линейного программирования
Математическая постановка и особенности задач ЛП. Основные формы записи задач ЛП. Приведение задач ЛП к стандартной и канонической форме. Графический метод решения задач ЛП, характеристика  экстремальных точек. Симплекс-метод. Оптимальные  планы и их определение. Симплекс-таблица. Критерий  оптимальности симплекс - таблицы и процедура  улучшения плана. Метод искусственного базиса. Двойственная задача ЛП, двойственный симплекс-метод. Анализ  чувствительности в линейном программировании. Задачи целочисленного ЛП. Метод Гомори. Метод ветвей и границ. Способы построения дополнительных ограничений. Рекомендации составления моделей и решения задач ЛП.

Литература 1,2,4,7,10
Тема 6. Методы нелинейного программирования для задач с ограничениями
Математическая постановка и особенности задач НП. Задачи выпуклого  программирования.  Метод неопределенных множителей Лагранжа. Задачи квадратичного программирования. Практические приложения алгоритмов к решению экономических задач. Метод допустимых  направлений  Зойтендака. Сепарабельное  программирование.  Метод отсекающих плоскостей, метод линейных  комбинаций. Методы штрафных и барьерных функций. Стохастическое программирование. Проблемы многокритериальной оптимизации. 

Литература 1,2,4,7,10
Тема 7. Вариационное исчисление
Функционалы. Основные понятия. Вариационные задачи с закрепленными концами, уравнения Эйлера, уравнения Эйлера Пуассона. Прямые методы решения вариационных задач.

Литература 1,2,4,7,10
Тема 8. Основы теории оптимального управления
Задача оптимального управления, математическая модель объекта, критерий оптимальности, допустимое управление, ограничения на вектор состояния. Метод Лагранжа Понтрягина. Методы динамического программирования.
Литература 1,2,4,7,10
2.2 Практические занятия

Практические занятия предназначены для закрепления лекционного материала, разбора примеров и выполнения домашних и индивидуальных  заданий.

	Темы занятий
	Литература

	Тема 1.  Элементы выпуклого анализа. Выпуклые множества, 

выпуклые функции
	2,6,8,11,12

	Тема 2. Минимизация функций одной переменной

	2,6,8,11,12

	Тема 3. Минимизация функции многих переменных
	2,6,8,11,12

	Тема 4. Линейное программирование


	2,6,8,11,13

	Тема 5. Решение  условных задач нелинейного программирования

	6,8,11

	Тема 6. Квадратичное программирование


	6,8,11

	Тема 7. Динамическое программирование


	6,8,11


3. Темы рефератов
	N
п/п
	Наименование темы
	Литература

	1
	Метод ломанных одномерного поиска
	1

	2
	Одномерная оптимизация с использованием кубической аппроксимации
	1,4,7

	3
	Алгоритмы многомерного поиска  Дэвидона-Флетчера-Пауэлла, Поллака-Рибьера, Бройдена-Флетчера-Шенно.
	1,2,4,7

	4
	Двойственная задача линейного программирования.
	1,2,4,7

	5
	Метод Гомори решения задачи целочисленного программирования
	1,2,4,7


4. Банк вопросов 

1. Основные понятия и определения: задача оптимизации (ЗО) общего вида;  целевая функция (ЦФ); ограничения; оптимальное решение ЗО; точность. Локальный и глобальный экстремум функции.

2. Классификация ЗО по виду ЦФ и ограничений.

3. Унимодальные функции (УФ). Критерии для проверки унимодальности.

4. Выпуклые множества и функции. Критерии проверки выпуклости.

5. Квадратичные функции (КФ). Критерии определенности КФ (теорема Сильвестра). Градиент и матрица Гессе КФ.

6. Необходимые и достаточные условия (Н и ДУ) существования экстремума - скалярный случай. Что такое "точка перегиба " и как ее идентифицировать?

7. Н и ДУ существования экстремума -  векторный случай. Минимизация при ограничениях.

8. Основные характеристики алгоритмов оптимизации: сходимость; глобальная и асимптотическая сходимость. Скорость сходимости.

9. Связь методов оптимизации и поиска нулей функции. Методы поиска нулей функции.

10.  Основные критерии останова. Численная аппроксимация градиента.

11. Методы интервальной оценки: дихотомии, золотого сечения, Фибоначчи.

12. Методы полиномиальной аппроксимации. Метод Пауэлла поиска минимума функции одной переменной.

13. Методы  поиска минимума функции одной переменной с использованием производных на примере метода  Ньютона-Рафсона. 
14. Методы  поиска минимума функции одной переменной с использованием производных на примере метода средней точки (поиск Больцано)
15. Методы  поиска минимума функции одной переменной с использованием кубичной аппроксимации
16. Прямые методы безусловной многомерной оптимизации. Симплекс-метод.

17.  Метод Хука-Дживса.

18.  Метод сопряженных направлений.

19. Градиентные методы многомерной оптимизации: метод Коши.

20. Метод Ньютона. Модифицированный метод Ньютона.

21. Метод Флетчера-Ривза.

22. Метод  Поллака-Рибьера.

23. Квазиньютоновские методы с переменной метрикой.

24. Метод Дэвидона-Флетчера-Пауэлла.

25. Обобщенный градиентный метод.

26. Формы записи задач линейного программирования (ЗЛП). 

27. Графическое решение ЗЛП с 2-мя переменными.

28. Симплекс-метод решения ЗЛП на основе симплекс-таблиц.

29. Поиск начального базиса при решении задачи линейного программирования

30.  Нелинейное программирование. Метод замены переменных.

31. Метод множителей Лагранжа.

32. Необходимые и достаточные условия оптимальности задач с ограничениями общего вида.

33. Методы штрафных и барьерных функций. Основные виды штрафов.

34. Выбор штрафного параметра. Особенности алгоритмов метода штрафных функций

35. Квадратичное программирование (КП). Задача выбора портфеля ценных бумаг.

36. Условие Куна-Таккера для задач КП. Решение задачи КП с помощью симплексного преобразования таблицы коэффициентов уравнений

37. Вариационное исчисление. Понятие функционала. 

38. Необходимые и достаточные условия существования экстремума функционала.

39. Основная лемма вариационного исчисления.

40. Уравнение Эйлера для вариационных задач с закрепленными концами (случаи 1, 2).

41. Уравнение Эйлера для вариационных задач с закрепленными концами (случаи 3, 4).

42. Уравнение Эйлера для вариационных задач с закрепленными концами (случаи 5)

43. Уравнение Эйлера для вариационных задач с закрепленными концами (многомерный случай).

44.  Уравнение Эйлера-Пуассона.

45. Основные понятия теории оптимального управления (ОУ). Математическая модель объекта управления.

46. Критерий оптимальности при управлении.

47. Допустимое управление и дополнительные ограничения при оптимальном управлении.

48. Формулировка задачи оптимального управления. Основные методы решения задачи ОУ.

49. Уравнения Лагранжа - Понтрягина

50. Принцип максимума Понтрягина.

5. Банк примеров и задач  
Сборник задач по математике для втузов. Ч.4. Методы оптимизации. /Вуколов и др.; под ред. А.В.Ефимова. - М.: Наука, 1990.
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1. Найти множество точек минимума U*  функции f(x) на множестве U.
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 В задачах 7 – 11 убедиться, что множество точек минимума функции f(x), заданной на множестве U, пусто, и найти  
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6. 

В задачах 7, 8 убедиться в унимодальности функций f(x) на указанных отрезках [a; b].
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9. На какие три части следует разбить отрезок [-1; 2], чтобы  на каждой из них функция                                                    

                                        , была унимодальной?
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10. Найти максимальное значение b, при котором функция                                        унимодальна на отрезке [-5; b].     
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11. Методом перебора найти точку минимума x*  функции f(x) на отрезке [a; b] с точностью ( и минимум f* .
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12. Показать, что для                             n шагов метода деления отрезка пополам обеспечивает вычисление точки минимума x*  на отрезке [a; b] с абсолютной погрешностью, не превосходящей   
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13. Найти число шагов n метода деления отрезка пополам, необходимое для определения точки минимума функции                            на отрезке [a; b] с точностью ( > 0.
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14. Достаточно ли вычисления 10 значений функции                               для  определения ее точки минимума на отрезке [0; 1] с точностью ( = 0.02 методом деления отрезка пополам?

15. Сравнить необходимые количества вычисленных значений Nд и Nп функции f(x) при поиске её точки минимума на отрезке длины 1 с точностью ( = 10(5 методами деления отрезка пополам и перебора соответственно.

16. Сравнить необходимые количества вычисленных значений Nд и Nс функции f(x) при её минимизации на отрезке длины 1 с точностью ( = 10(5  методами деления отрезка пополам и золотого сечения соответственно. 
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17.Методом золотого сечения найти точку минимума х* функции f(x) на отрезке [a; b] с точностью ( и минимум f*.

18. Показать, что если функция удовлетворяет условию Липшица, то она непрерывна на 
[a; b].
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№65. Найти наименьшую из констант Липшица функции 

на отрезке: а) [0; 1];  б)[0; 10].

19. Показать, что если f(x) – выпуклая дифференцируемая функция, то любая касательная к графику f(x) лежит не выше этого графика.  

20. Показать, что выпуклая дифференцируемая на отрезке [a; b] функция унимодальна на этом отрезке.

21. Убедившись в выпуклости функции f(x) на отрезке [a; b], найти её точку минимума х*
и минимальное значение f* методом касательных, используя в качестве условия достижения требуемой точности неравенство                            .
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В задачах 22 – 30 установить, являются ли выпуклыми множества U. 
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22. 
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24.

[image: image24.wmf]}
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25. 
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26.
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27. 
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28. 
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29. 
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30. 

В задачах 31 – 33 убедиться в выпуклости функции f(x) во всем пространстве (n.
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311. 

[image: image31.wmf]2
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32. 

[image: image32.wmf]2
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33. 

В задачах 34, 35  указать множества U, на которых функции f(x) являются выпуклыми.
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34. 

[image: image34.wmf])
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35. 

[image: image35.wmf]2
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36. При каких a, b и c функция                                                  является выпуклой в E2.
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37. При каких значениях а функция                                                            выпукла в Е3.

38. Выписать матрицу Q квадратичной функции f(x), найти её градиент f ’(x(0) ) в точке x(0) и убедиться в выпуклости f(x) в En.
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39. Совершить один шаг градиентного спуска из точки х(0) с шагом (0 и сравнить значения f(x(0) ) и f(x(1) ).
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40. Показать, что градиенты f ‘(x(k) ) и f ‘(x(k+1) ) в последовательных точках итерационного процесса метода наискорейшего спуска ортогональны, т. е.
41. Для функции f(x) найти величину шага (0 метода наискорейшего спуска из точки х(0).
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42. Минимизировать квадратичную функцию методом наискорейшего спуска, заканчивая 
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вычисления при 

[image: image42.wmf].
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[image: image43.wmf]n
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43. Минимизировать функцию f(x) методом сопряженных направлений, заканчивая вычис-

ления при 

[image: image44.wmf].
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44. Показать, что точка минимума выпуклой квадратичной функции находится с помощью одной итерации метода Ньютона из произвольного начального приближения х(0)( Rn.

45. Используя результат задачи 175, показать, что для нахождения точки минимума выпуклой квадратичной функции достаточно одной итерации модифицированного метода Ньютона при произвольном х(0)(Rn. 

Построить линии уровня и траектории подъема. 
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1.
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2.
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3.
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4.

В задачах 46 – 49 составить математическое описание задач оптимизации, представив полученные задачи линейного программирования в каноническом виде.

46. Из одного города в другой ежедневно отправляются пассажирские и скорые поезда. В таблице указаны: состав поезда каждого типа, количество имеющихся в парке вагонов различных видов для формирования поездов и максимальное число пассажиров, на которое рассчитан вагон каждого вида.

	Поезда
	Вагоны

	
	багажный
	почтовый
	плацкартный
	купейный
	мягкий

	Скорый
	1
	1
	5
	6
	3

	Пассажирский
	1
	(
	8
	4
	1

	Число пассажиров
	(
	(
	58
	40
	32

	Парк вагонов
	12
	8
	81
	70
	26


Определить число скорых х1 и пассажирских х2 поездов, которые необходимо формировать ежедневно из имеющегося парка вагонов, чтобы число перевозимых пассажиров было максимальным. 

48. Завод производит продукцию двух видов А1 и А2, используя сырье, запас которого составляет b т. Согласно плану выпуск продукции А1 должен составлять не менее 60( общего объема выпуска. Расход сырья на изготовление 1 т продукции А1 и А2 составляет соответственно а1 и а2 т. Стоимость 1 т продукции А1 и А2 составляет соответственно с1 и с2 руб. Определить план выпуска продукции А1 и А2, при котором стоимость выпущенной продукции будет максимальной.

49. В начале рабочего дня автобусного парка на линию выходит х1 автобусов, через час к ним добавляется х2 автобусов, ещё через час – дополнительно х3 машин.


Каждый автобус работает на маршруте непрерывно в течение 8 часов. Минимально необходимое число машин на линии в i – ый час рабочего дня (i = 1, 2, … , 10) равно bi. Превышение этого числа приводит к дополнительным издержкам в течение  i – го часа в размере сi руб. на каждый дополнительный автобус.


Определить количества машин х1, х2, х3, выходящих на маршрут в первые часы рабочего дня, с таким расчетом, чтобы дополнительные издержки в течение всего рабочего дня были минимальны.
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50.Решить задачу линейного программирования графическим методом. 
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51. Решить задачу линейного программирования в каноническом виде графическим методом.

Решить задачи линейного программирования 208, 211 симплекс – методом, используя х(0) в качестве начальной угловой точки.  

[image: image51.wmf]).
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52.

53.

[image: image52.wmf]).
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54. Решить задачу линейного программирования симплекс – методом, находя начальную угловую точку методом искусственного базиса.

[image: image53.wmf].
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55. Предприятие, располагающее ресурсами сырья трех видов Вi, i = 1, 2, 3, может производить продукцию четырех видов Aj, j = 1,…,4. В таблице указаны затраты ресурсов Вi на изготовление 1 т продукции Аj, объем ресурсов и прибыль, получаемая от изготовления 1 т продукции Аj.

	Вид сырья
	Вид продукции

	
	А1
	А2
	А3
	А4
	Объем ресурсов, т

	В1
	4
	5
	2
	3
	60

	В2
	30
	14
	18
	22
	400

	В3
	16
	14
	8
	10
	128

	Прибыль, руб.
	48
	25
	56
	30
	



Определить ассортимент выпускаемой продукции, при котором полученная прибыль будет максимальной, при условиях:


А) продукции А2 необходимо выпустить не менее 8 т, продукции А4 – не более 5 т, а продукции А1 и А3 – в отношении 2:1;


Б) производственные издержки на 1 т продукции Аj, j = 1,…,4, составляют соответственно 3, 9, 12 и 6 руб., а суммарные издержки не должны превышать 96 руб.

56. Завод получает 4 вида полуфабрикатов Вi в количествах: В1 – 400 т, В2 – 250 т, В3 – 350 т и В4 – 100т.


В результате смешения этих компонентов получают 3 вида продукции Аj. Пропорции смешиваемых полуфабрикатов следующие: для А1  – 2:3:5:2, для А2 – 3:1:2:1, для А3 – 2:2:1:3. Стоимость 1 т продукции Аj составляет: А1 – 12 руб., А2 – 10 руб., А3 – 15 руб.


Составить оптимальный план выпуска продукции по критерию:

а) максимальной стоимости выпущенной продукции;

б) максимального использования полуфабрикатов.     

57. Решить полностью целочисленные задачи линейного программирования графическим методом.
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Решить полностью целочисленные задачи линейного программирования 235, 248 методом Гомори.

[image: image55.wmf].
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58.

59. В цехе размещены 100 станков 1-го типа и 200 станков 2-го типа, на каждом из которых можно производить детали А1 и А2. Производительность станков в сутки, стоимость 1 детали каждого вида и минимальный суточный план их выпуска представлены в таблице.

	Детали
	Производительность дет./сут
	Стоимость 1 детали, руб.
	Минимальный суточный план

	
	Тип 1
	Тип 2
	
	

	А1
	20
	15
	6
	1510

	А2
	35
	30
	4
	4500



Найти количества хij станков i – го типа, i = 1, 2, которые необходимо выделить для производства деталей Аj, j = 1, 2, с таким расчетом, чтобы стоимость продукции, производимой в сутки, была максимальной.

60. Решить задачу дробно – линейного программирования. 
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В задачах 61 – 63 найти проекцию 

             точки z(En на указанные множества U( En. 
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61. 





         (замкнутый шар радиуса R0 с центром в точке 

х(0) ).
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62. 








(гиперплоскость с нормальным 

вектором а).
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63. 







          (полупространство в Еn).

64. Используя результаты решения подходящих задач 301 – 303, решить задачу нелинейного программирования методом проекции градиента. Вычисления завершить при 
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6. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

6.1. Основная литература

1. Черепанов О.И. Методы оптимизации: Учебное пособие. – Томск : ТУСУР, 2007. - 203с. (15 экз)
2. Лесин В.В., Лисовец Ю.П. Основы методов оптимизации: Учебное пособие. – СПб.: Изд-во «Лань», 2011. – 352с. (электр. ресурс). –  Режим доступа: http://e.lanbook.com/view/book/1552/
6.2. Дополнительная литература
1. Пантелеев А.В. Методы оптимизации в примерах и задачах : Учебное пособие для втузов / А. В. Пантелеев, Т. А. Летова. - 2-е изд., испр. . - М. : Высшая школа, 2005. - 544 с. (71 экз)
2. Мицель А.А., Шелестов А.А. Методы оптимизации: Учеб. пособие – Томск: Изд-во ТУСУРа, 2004. – 256 с. (6 экз)

3. Методы оптимизации. Лабораторный практикум: Учеб. пособие / Мицель А.А., Шелестов А.А., Романенко В.В., Клыков В.В. – Томск: Изд-во Томск. гос. ун-та систем управления и радиоэлектроники, 2004. – 80 с. (6 экз)

4. Черепанов О.И. Методы оптимизации: Учебное пособие. – Томск : ТУСУР, 2007. - 203с. (15 экз)
5. Сборник задач по математике для втузов. Ч.4. Методы оптимизации. /Вуколов и др.; под ред. А.В.Ефимова. - М.: Наука, 1990. (42 экз)

6. Черноруцкий И.Г. Методы оптимизации в теории управления : Учебное пособие для вузов / И. Г. Черноруцкий . - СПб. : Питер, 2004. – 255 с. (40 экз)

7. Рубан А.И. Методы оптимизации : Учебное пособие для вузов / А. И. Рубан ; Томский институт автоматизированных систем управления и радиоэлектроники. - Томск : Издательство Томского университета, 1976. - 319 с. (80 экз)

6.3.  Перечень методических указаний по проведению практических учебных занятий

1. Параев Ю.И. Методы оптимизации : методические указания для проведения практических занятий для студентов направления 230100 "Информатика и вычислительная техника" / Ю. И. Параев ; Федеральное агентство по образованию, Томский государственный университет систем управления и радиоэлектроники. - Томск : ТУСУР, 2007 г. Ч. 1 : Экстремумы функций многих переменных. - Томск : ТУСУР, 2007. - 20 с. (100 экз)
2.  Параев Ю.И. Методы оптимизации : методические указания для проведения практических занятий для студентов направления 230100 "Информатика и вычислительная техника" / Ю. И. Параев ; Федеральное агентство по образованию, Томский государственный университет систем управления и радиоэлектроники. - Томск : ТУСУР, 2007 г. Ч. 2 : Линейное программирование. - Томск : ТУСУР, 2007. - 46 с. (100 экз)
3. Ашманов С.А., Тимохов А.В. Теория оптимизации в задачах и упражнениях: Учебное пособие. – СПб.: Изд-во «Лань», 2012. – 448с. (электр. ресурс). –  Режим доступа: http://e.lanbook.com/view/book/3799/
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